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Die  vorliegende  Arbeit  enthält  die  Resultate  jener  Untersuchungen,  welche 
mein  hochverehrter  Lehrer  und  ich  während  der  Jahre  1883  — 1888  gemeinsam  an- 
gestellt haben.  Diese  Untersuchungen  lagen  Ende  1888  soweit  ausgearbeitet  und  zu 
einem  geschlossenen  Ganzen  vereinigt  vor,  dass  bei  weiterer  gemeinsamer  Thätigkeit 
die  Herausgabe  derselben  im  Laufe  der  nächsten  zwei  Jahre  hätte  erfolgen  können. 
Da  wurden  wir,  die  bis  dahin  täglich  zu  gemeinsamer  Arbeit  zusammengekommen 
waren,  durch  meine  Berufung  hierher  getrennt  und  erkannten,  nunmehr  ausschliesslich 
auf  schriftlichen  Verkehr  angewiesen,  bald,  dass  unter  so  geänderten  Verhältnissen  bis 
zur  Veröffentlichung  unserer  Untersuchungen  in  der  von  uns  beabsichtigten  ausführ- 
lichen Weise  noch  eine  Reihe  von  Jahren  erforderlich  sein  würde.  Nun  schien  es 
uns  aber  aus  mehrfachen  Gründen  wünschenswerth ,  die  Resultate  unserer  Unter- 
suchungen baldmöglichst  in  den  Händen  der  Mathematiker  zu  sehen,  und  wir  be- 
schlossen daher,  dass  ich  aus  unseren  Manuscripten  einen  Auszug  veröffentlichen  solle, 
der  die  von  uns  gewonnenen  Resultate  vollständig  enthalten,  zugleich  aber  auch  einen 
genauen  Einblick  in  die  angewendeten  Methoden  gewähren  würde.  Indem  ich  diesen 
Auszug  hiermit  der  Öffentlichkeit  übergebe,  will  ich  es  nicht  unterlassen,  zur  Orien- 
tirung  des  Lesers  das  Folgende  hinzuzufügen. 

Als  Herr  Prym  im  Jahre  1879  seine  Untersuchungen  über  die  allgemeinen 
Thetafunctionen  mit  p  Variableu  und  rationalen  Charakteristiken  begann,  waren  nur 
wenige  dahin  gehörige  Formeln  bekannt.  Diese  Formeln  bezogen  sich  fast  aus- 
schliesslich auf  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  aus  halben  Zahlen  gebildet 
sind,  und  zu  ihrer  Ableitung  wurde  ausnahmslos  der  auf  functionentheoretischen  Be- 
trachtungen beruhende  Hermite'sche  Satz  in  Verbindung  mit  der  Methode  der  un- 
bestimmten Coefficienten  angewendet,  ein  Verfahren,  das  in  den  wenigsten  Fällen  die 
wahre  Natur  der  mit  seiner  Hülfe  erhaltenen  Formeln  erkennen  lässt.    Für  seine  ersten 
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Arbeiten  *),  die  zu  Anfang  des  Jahres  1882  abgeschlossen  wurden,  hatte  nun  Herr 
Prym  sich  die  Aufgabe  gestellt,  die  bis  dahin  bekannten  Relationen  zwischen  Theta- 
functionen  mit  denselben  Parametern  aus  einer  einzigen  Formel,  der  von  ihm  mit- 
getheilten  und  bewiesenen  Riemann'schen  Thetaformel,  auf  directem  Wege  abzuleiten 
und  neue  Systeme  specieller  Formeln  aufzustellen,  zugleich  aber  auch  eine  allgemeinere, 
die  Riemann'sche  als  speciellen  Fall  enthaltende  Formel  zu  finden,  die  ein  Eindringen 
in  das  Gebiet  der  Thetafunctioneu,  deren  Charakteristiken  aus  beliebigen  rationalen  Zahlen 
gebildet  sind,  ermöglichte.  Die  vorgesteckten  Ziele  wurden  nun  zwar  erreicht,  jedoch 
musste  zur  Ableitung  der  Hauptformel  immer  noch  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  verwendet  werden. 

Der  entscheidende  Fortschritt  in  der  angegebenen  Richtung  wurde  gemacht,  als 
Herr  Prym  im  Juli  1882  fand,  dass  man  für  die  Riemann'sche  Thetaformel  ausser  den 
beiden  von  ihm  schon  veröffentlichten  Beweisen  nocb  einen  dritten  von  ganz  anderen 
Gesichtspunkten  ausgehenden  Beweis  geben  könne.  **)  Das  eingeschlagene  Verfahren 
bestand  darin,  dass  mau  in  der  die  linke  Seite  der  Formel  bildenden  4^j-fach  un- 
endlichen Reihe  neue  Summatioüsbuchstaben  vermittelst  einer  linearen,  schon  von 
Jacobi***)  zu  ähnlichem  Zwecke  angewendeten  Substitution  einführte  und  hierauf  die 
Summation  von  der  ihr  anhaftenden  Beschränkung  durch  Einschiebung  eines  discon- 
tinuirlicheu  Factors  befreite.  Aus  der  linken  Seite  der  Riemann'schen  Thetaformel 
ging  alsdann  durch  directe  Umformung  die  rechte  hervor.  Damit  war  ein  Priucip 
gewonnen,  das,  in  richtiger  Weise  verallgemeinert,  von  fundamentaler  Bedeutung  für 
die  Theorie  der  Thetafunctioneu  zu  werden  versprach.  In  der  That  gelaug  es  bald 
darauf  Herrn  Prym,  mit  Hülfe  dieses  Priucips  eine  Thetaformel  f)  herzustellen, 
welche  seine  frühere  Hauptformel  an  Allgemeinheit  übertraf,  und  unsere  nun  beginnen- 
den gemeinsamen  Untersuchungen  zeigten  bald,  dass  man  auf  dem  betretenen  Wege 
noch  weiter  gelangen  könne. 

Der  Gedanke,  eine  mehrfach  unendliche  Reihe,  bei  der  jeder  Summatious- 
buchstabe  die  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  +00  durchläuft,  dadurch  umzuformen,  dass 
man  an  Stelle  der  Summationsbuchstaben  vermittelst  einer  linearen  Substitution  neue  ein- 
führt, findet  sich  schon  in  Arbeiten  von  Eisenstein  ft);  allein  dort  wird  ausdrücklich  die 


*)    Prym,    Untersuchungen    über    die    Riemann'sche    Thetaformel    und    die    Riemann'sche 
Charakteristikentheorie.     Leipzig  1882.     Teubner. 

Prym,  Kurze  Ableitung  der  Riemann'schen  Thetaformel.  (Journal  für  r.  u.  a.  Mathematik. 
Bd.  93,  pag.  124} 

**)    Prym,  Ein  neuer  Beweis  für  die  Riemann'sche  Thetaformel.  (Actamathematica,  Bd.  3,  pag.  201) 
***)    Jacobi,    Theorie   der   elliptischen  Functionen,   aus  den  Eigenschaften    der  Thetareihen 
abgeleitet.   (Gesammelte  Werke,  Bd.  1,  pag.  503) 

t)    Prym,   Ableitung  einer  allgemeinen  Thetaformel.    (Acta  mathematica,    Bd.  3,  pag.  216) 
tt)    Eisenstein,    Beiträge    zur   Theorie    der    elliptischen    Functionen.     VI.    Genaue    Unter- 
suchung  der  unendlichen   Doppelproducte,    aus   welchen   die    elliptischen   Functionen   als   Quotienten 
zusammengesetzt  sind.    (Journal  für  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  35,  pag.  173,  190,  230) 


Bedingung  gesetzt,  dass  die  Coefficienten  der  Substitution  ganze  Zahlen  seien.  Auch 
die  von  Herrn  Schröter  in  seinen  auf  die  Theorie  der  Modulargleichuugen  sich 
beziehenden  Arbeiten  *)  angewendete  Methode  zur  Ableitung  von  Thetaformeln  beruht 
auf  der  Anwendung  von  linearen  Substitutionen  mit  ganzen  Zahlen  als  Coefficienten  und 
ist  wohl  aus  dem  Grunde  nicht  weiter  verfolgt  worden,  weil  schon  in  einfachen  Fällen 
die  Bestimmung  der  Summation  für  die  neu  eingeführten  Summationsbuchstaben  be- 
deutende Schwierigkeiten  verursacht.  Der  Gedanke  dagegen,  unendliche  Keihen  der 
angegebenen  Art  durch  eine  lineare  Substitution,  deren  Coefficienten  beliebige  rationale 
Zahlen  sind,  umzuformen,  ist  zuerst  von  Herrn  Prym  ausgesprochen  und  durch  Ver- 
bindung mit  dem  Gedanken  der  Einschiebung  eines  discontinuirlichen  Factors  fruchtbar 
gemacht  worden. 

In  weiterer  Verfolgung  dieser  Gedanken  stellten  wir  uns  beim  Beginne  unserer 
gemeinsamen  Untersuchungen  im  Jahre  1883  zunächst  die  Aufgabe,  ein  Product  von 
n  Thetafunctionen  mit  verschiedenen  Parametern  in  ähnlicher  Weise  umzuformen,  wie 
es  kurz  zuvor  für  ein  Product  von  n  Thetafunctionen  mit  gleichen  Parametern  Ge- 
schehen war.  Zu  dem  Ende  führten  wir  in  die  dem  Producte  der  n  Thetafunctionen 
entsprechende  np-fach  unendliche  Reihe  an  Stelle  der  wp  Summationsbuchstaben 
^^u'''J,  =  l',2'.'.'.'.',l>  ^P  ^^^^  Summationsbuchstaben  w^'^^zj'!''  •' ",  durch  eine  lineare  Sub- 
stitution, die  in  jeder  ihrer  Gleichungen  nur  Grössen  m  und  n  mit  demselben  unteren 
Index  enthielt,  ein  und  suchten  alsdann  die  Coefficienten  der  Substitution  als  rationale 
Zahlen  so  zu  bestimmen,  dass  nach  Einschiebung  eines  passend  gewählten  discontinuir- 
lichen Factors  das  vorgelegte  Thetaproduct  in  eine  Summe  von  Thetaproducten  über- 
ging. Es  zeigte  sich,  dass  die  gestellte  Aufgabe  identisch  ist  mit  der  Aufgabe,  eine 
Summe  von  n  quadratischen  Formen  mit  je  p  Veränderlichen  durch  eine  lineare  Sub- 
stitution der  eben  angegebeneu  Art  mit  rationalen  Zahlen  als  Coefficienten  in  eine 
ebensolche  Summe  zu  transformiren,  und  es  wurde  dadurch  die  Theorie  der  hierher 
gehörigen  Thetaformeln  auf  eine  rein  arithmetische,  im  2.  Abschnitte  des  ersten  Theiles 
eutwickelte  Grundlage  gestellt.  Alle  diese  Formeln  sind  in  der  im  3.  Abschnitte  auf- 
gestellten Formel  (0),  die  wir  als  die  Fundamentalformel  für  die  Theorie  der  Theta- 
functionen mit  rationalen  Charakteristiken  bezeichnen,  als  specielle  Fälle  enthalten. 
Die  Gewinnung  dieser  Fundamentalformel  gelang  uns  im  Jahre  1884,  und  aus  ihr 
leiteten  wir  dann  zunächst  die  beiden  im  4.  und  5.  Abschnitte  mitgetheilten  für  die 
allgemeine  Tiieorie  der  Thetafunctionen  wichtigen  speciellen  Formeln  ab. 

Unsere  nun  beginnenden  weiteren  Untersuchungen  bezweckten  die  Gewinnung 
charakteristischer  Formeln    für  Thetafunctionen    mit   denselben    Parametern,    oder,    da 


*)    Schröter,  De  aequationibus  modularibus.     Inauguial- Dissertation,  Königsberg  1854. 
Schröter,  Über  die  Entwickelung  der  Potenzen  der  elliptischen  Transceadenten  d'  und 
die  Theilnng  dieser  Functionen.     Habilitationsschrift,  Breslau  1855. 
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eiue  jede  solche  Formel  zur  Grundlage  eine  orthogonale  Substitution  mit  rationalen 
Zahlen  als  Coefficienten  hat,  die  Gewinnung  charakteristischer  orthogonaler  Substitu- 
tionen der  angegebenen  Art.  Ein  wesentlicher  Schritt  in  dieser  Richtung  war  von 
mir  schon  im  Jahre  1882  gemacht  worden,  als  ich  mich  mit  der  Aufgabe  beschäftigte, 
aus  der  von  Herrn  Prym  kurz  zuvor  gewonnenen,  schon  oben  erwähnten  allgemeinen 
Formel  eine  specielle  Formel  abzuleiten,  die  für  die  Thetafunctionen,  deren  Charakte- 
ristiken aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind,  dasselbe  leistet,  wie  die  Riemann'sche 
Formel  für  die  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  aus  halben  Zahlen  gebildet 
sind.  Die  zu  diesem  Zwecke  damals  von  mir  construirte,  mit  Dritteln  ganzer  Zahlen 
als  Coefficienten  gebildete  und  der  in  meiner  Habilitationsschrift*)  aufgestellten  Theta- 
formel  zu  Grunde  gelegte  orthogonale  Substitution  Hess  sich  nämlich  infolge  ihrer 
charakteristischen  Bauart  ohne  Mühe  verallgemeinern  und  führte  so  zu  jener  merk- 
würdigen mit  *•'«'"  ganzer  Zahlen  als  Coefficienten  gebildeten  orthogonalen  Substitution, 
welche  der  am  Ende  des  5.  Abschnittes  aufgestellten,  schon  früher  von  uns  veröffent- 
lichten Formel  zu  Grunde  liegt.  In  Verfolgung  des  angegebenen  Zieles  stellten  wir 
uns  nun  die  Aufgabe,  alle  orthogonalen  Substitutionen  zu  finden,  deren  Coefficienten 
halbe  Zahlen  sind,  und  gelangten  bald  auch  zur  vollständigen  Lösung  derselben.  Unter 
den  so  erhaltenen  Substitutionen  zeichneten  sich  gewisse  durch  ihre  reguläre  Bauart 
aus,  und  von  ihnen  ausgehend  erhielten  wir  dann,  nachdem  wir  ihre  wahre  Natur 
erkannt  hatten,  durch  Verallgemeinerung  ähnlich  gebaute  orthogonale  Substitutionen 
mit  >-'"■'"  ganzer  Zahlen  als  Coefficienten.  Die  so  gewonnenen  charakteristischen  ortho- 
gonalen Substitutionen  finden  sich  im  6.  Abschnitte;  die  ihnen  entsprechenden  Theta- 
formeln  dagegen  werden  im  7.  Abschnitte  aufgestellt  und  in  Bezug  auf  ihren  inneren 
Zusammenhang  untersucht.  Der  8.  Abschnitt  endlich  enthält  einige  für  die  Anwen- 
dungen wichtige  specielle  Formeln. 

Schon  vor  dem  Abschlüsse  unserer  auf  die  Theorie  der  Thetafunctionen  mit  ratio- 
nalen Charakteristiken  sich  beziehenden  Untersuchungen  hatten  wir  uns,  angeregt  durch  die 
Arbeiten  der  Herren  Her  mite**),  Thomae***)  und  Weber  f),  im  Laufe  des  Jahres  1883 
wiederholt  mit  dem  Probleme  der  Transformation  der  Thetafunctionen  beschäftigt,  jedoch 


*)   Krazer,    Über    Thetafunctionen,    deren   Charakteristiken    aus   Dritteln    ganzer    Zahlen 
gebildet  sind.    (Mathem.  Annalen,  Bd.  22,  pag.  416) 

**)    Hermite,  Sur  quelques  formules  relatives  ä  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 
(Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliqu^es,  Ser.  11,  t.  111,  pag.  2G) 

Hermite,    Sur    la    theorie    de    la   transformation    des    fonctions    abi^liennes.      (Comptes 
rendus,  t.  XL,  pag.  249  u.  flg.) 

***)    Thomae,  Die  allgemeine  Transformation  der  ©-Functionen  mit  beliebig  vielen  Variabein. 
Inaugural- Dissertation,  Güttingen  1864. 

t)    Weber,  Über  die  unendlich  vielen  Formen  der  Ö^-Fnnction.  (Journal  für  r.  u.  a.  Mathe- 
matik, Bd.  74,  pag.  57) 

Weber,    Über  die   Transformationstheorie   der   Theta- Functionen,    ins  Besondere   derer 
von  drei  Veränderlichen.     (Annali  di  Matematica,  Ser.  II,  t.  IX,  pag.  120) 
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dabei,  der  herrsclieiuleu  Anschauung  folgend,  nur  solche  Transformationeu  in  den  Kreis 
unserer  Betrachtungen  gezogen,  denen  ganze  Zahlen  a,  b,  c,  b  als  Transforniations- 
zahlen  entsprechen.  Es  war  uns  aber  damals  nicht  gelungen,  unsere  Untersuchungen 
in  dieser  Richtung  zu  dem  gewünschten  Abschlüsse  zu  bringen.  Wir  hatten  uns 
nämlich  die  Aufgabe  gestellt,  die  Transformation  der  Thetafunctionen  auf  demselben 
Wege,  den  wir  für  die  Ableitung  der  auf  Thetafunctionen  mit  rationalen  Charakte- 
ristiken sich  beziehenden  Formeln  mit  Erfolg  betreten  hatten,  also  durch  directe  Um- 
formung der  Thetareihen  duichzuführen  und  auf  diese  Weise  auch  die  gesammte  Trans- 
formationstheorie auf  eine  von  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  unabhängige 
Grundlage  zu  stellen;  bei  diesen  Untersuchungen  waren  wir  auf  Schwierigkeiten  ^e- 
stossen,  die  uns  zunächst  unüberwindlich  schienen.  Da  erkannte  Herr  Prym  im  Früh- 
jahre 1885,  dass  man  gewisse  Thetaformeln  als  Transformationsformeln,  denen  ge- 
brochene Zahlen  a,  i),  c,  b  als  Transformatiouszahlen  entsprechen,  auffassen  könne, 
und,  formulirte  daraufhin  das  Problem  der  Transformation  der  Thetafunctionen  in  der 
im  1.  Abschnitte  des  zweiten  Theiles  mitgetheilteu  allgemeinen  Weise.  Damit  war  der 
Bann  gebrochen,  der  bis  dahin  auf  der  Transformationstheorie  gelastet  hatte,  und  nun 
konnten  wir  das  Problem  der  Transformation  in  dem  oben  ausgesprochenen  Sinne  mit 
Erfolg  in  Angriif  nehmen. 

Zu  jeder  Transformation  gehört  eine  bestimmte  positive  Zahl  t,  die  eine  ganze 
rationale  Function  der  Trausformationszahlen  a,  b,  c,  b  ist  und  welche  die  Ordnungs- 
zahl der  Transformation  genannt  wird.  In  der  älteren  Theorie,  die  nur  ganze  Zahlen 
als  Trausformationszahlen  kennt,  treten  für  t  nur  ganze  positive  Zahlen  auf;  in  der 
vorliegenden  Theorie  dagegen  kann  t  mit  jeder  rationalen  positiven  Zahl  zusammenfallen. 
Eine  Transformation,  für  die  i  =  1  ist,  wird  eine  lineare  Transformation  genannt,  da  in 
diesem  Falle  die  ursprüngliche  Thetafunction  mit  den  Argumenten  u  und  den  Para- 
metern a,  von  einer  einfachen  E.xponentialfunction  abgesehen,  sich  stets  linear  durch 
Thetafunctionen  mit  den  Argumenten  v  und  den  Parametern  h  ausdrückt.  Der  Schwer- 
punkt der  neuen  Theorie  liegt  in  der  linearen  Transformation;  mit  den  dahin  gehörigen 
Problemen  beschäftigten  wir  uns  während  der  Jahre  1885  — 1887. 

Zunächst  leiteten  wir  durch  directe  Umformung  der  Thetareihe  die  drei  im 
2.,  3.  und  4.  Abschnitte  mitgetheilten  Transformatiousformeln  I,  II,  III '',  0<iq^p,  ab. 
Die  erste  dieser  Formeln  wird  dadurch  erhalten,  dass  man  in  der  Thetareihe  an  Stelle 
der  p  Summationsbuchstaben  m  durch  eine  lineare  Substitution  mit  irgend  welchen 
rationalen  Zahlen  als  Coefficienten  p  neue  Summationsbuchstaben  n  unter  gleichzeitiger 
Einschiebung  eines  passend  gewählten  discontinuirlichen  Factors  einführt.  Die  zweite 
Formel,  die  wohl  jedem,  der  sich  mit  der  Transformationstheorie  beschäftigt  hat, 
bekannt  ist,  entsteht  dadurch,  dass  man  in  der  Thetareihe  an  Stelle  der  Parameter  a 
neue  Parameter  h  einführt,  die  sich  von  den  ursprünglichen  um  ganze  Vielfache  von 
äri  unterscheiden.     Die  dritte  Formel  endlich,    die   als   die  Verallgemeinerung  einer  zu- 
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erst  von  Jacobi  *j  für  Thetafunctionen  einer  Variable  aufgestellten  fundamentalen 
Formel  anzusehen  ist,  wird  dadurch  erhalten,  dass  man  die  ^j-fach  unendliche  Theta- 
reihe  durch  Eiuschiebung  eines  gewissen  den  Werth  1  besitzenden  Factors  in  eine 
(p_}_g).fach  unendliche  Reihe  verwandelt,  bei  dieser  die  Summationsordnung  ändert 
und  alsdann  c[  der  p  -\-  q  Summationen  ausführt.  Die  directe  Ableitung  dieser  dritten 
Formel  gelang  uns  erst,  nachdem  Herr  Prym  die  dem  Falle  p  =  1  entsprechende 
specielle  Formel  auf  directem  Wege  gewonnen  und  einen  strengen  Beweis  für  die 
Zulässigkeit  der  erwähnten  Änderung  der  Summationsordnung  gefunden  hatte.  Die 
drei  durch  die  Formeln  I,  II,  IIl'*'  dargestellten  linearen  Transformationen  bezeich- 
neten   wir  mit  Tj,   T^^,   ^^^„(«j  und    nannten   sie   elementare   lineare    Transformationen. 

Die  weitere  Aufgabe  bestand  nun  vor  allem  darin,  nachzuweisen,  dass  mau 
jede  lineare  Tran.sformation  T  aus  Transformationen  vom  Typus  T^,  T^^,  T^^j  zu- 
sammensetzen könne,  dann  aber  auch  darin,  für  jede  solche  Transformation  T  die  ein- 
fachste Art  der  Zusammensetzung  zu  finden.  Zu  dem  Ende  betrachteten  wir  zunächst 
diejenigen,  von  uns  „singulare"  genannten,  linearen  Transformationen,  bei  denen  die 
Transformationszahlen  b  sämmtlich  der  Null  gleich  sind,  und  fanden,  dass  jede  solche 
singulare  Transformation  S  sich  aus  drei,  oder  in  speciellen  Fällen  aus  weniger  als 
drei  Transformationen  vom  Typus  Tj,  Tj^  zusammensetzen  lässt.  Nachdem  dieser 
einfachste  Fall  erledigt  war,  beschäftigten  wir  uns  mit  der  Zusammensetzung  der  all- 
gemeinen linearen  Transformation  aus  elementaren,  und  es  gelang  uns,  auch  in  diesem 
Falle  die  gestellte  Aufgabe  vollständig  zu  lösen.  Es  ergab  sich  nämlich,  dass  man 
jede  nicht  singulare  lineare  Transformation  T  auf  mannigfache  Weise  aus  zwei  singu- 
lären  linearen  Transformationen  8\  S"  und  einer  für  die  Transformation  T  charakte- 
ristischen Transformation  T^^^^q),  der  Gleichung  T  =  S'T^^^f,)  S"  entsprechend,  zusammen- 
setzen kann,  und  es  zeigte  sich  zugleich,  dass  die  sämmtlichen  linearen  Transforma- 
tionen in  ^3  +  1  streng  geschiedene,  den  Typen  S,  >S"T^^^(i)/S",  S' Tjj^(i)S",  .  .  ., 
S' TJJJ^,J)S"  entsprechende  Classen  zerfallen,  in  dem  Sinne,  dass  eine  lineare  Trans- 
formation nur  einer  dieser  p  -\-\  Classen  angehören  kann.  Die  Lösung  der  gestellten 
Aufgabe  erforderte  langwierige,  mit  zahlreichen  Schwierigkeiten  verknüpfte  Unter- 
suchungen.    Die  erhaltenen  Resultate  sind  im  5.  Abschnitte  mitgetheilt. 

Eine  lineare  Transformation  kann  man,  wie  schon  vorher  bemerkt  wurde,  auf 
mannigfache  Weise  aus  elementaren  Transformationen  vom  Typus  Tj.,  Tjj,  T^jj  zu- 
sammensetzen, und  es  entspricht  zugleich  einer  jeden  solchen  Zusammensetzung  eine 
bestimmte  Art  der  Zusammensetzung  der  zur  Transformation  T  gehörigen  Formel  aus 
Formeln  vom  Typus  I,  II,  III.  Je  einfacher  aber  die  Zusammensetzung  der  Trans- 
formation T  sich  vollzieht,   um   so  einfacher  gestaltet  sich  auch  die  Zusammensetzung 


*)  Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriae  functionum  ellipticarum,  Königsberg  1829,  pag.  165, 
Formel  9.  (Gesammelte  Werke,  Bd.  1,  pag.  217,  Formel  9)  Man  vergleicbe  auch  die  im  Folgenden 
citirte  Arbeit  von  Rosenhain,   pag.  396  —  397. 


der  ihr  entsprechenden  Formel.  Dieser  Umstand  war  bei  unseren  soeben  besprochenen 
Untersuchungen  über  die  Zusammensetzung  linearer  Transformationen  aus  elementaren 
massgebend.  Wir  haben  die  verschiedensten  Zusammensetzungen  studirt  und  uns 
schliesslich  für  die  im  Texte  mitgetheilten  als  die  einfachsten  entschieden.  Die  darauf- 
hin erhaltenen  allgenieineu  Transformationsformeln  erschienen  aber  zunächst  nicht  in 
conciser  Form;  dieselben  enthielten  vielmehr  in  den  auf  ihren  rechten  Seiten  stehenden 
Summen  Gruppen  von  Summanden,  die  zusammen  die  Summe  Null  hatten  und  die 
daher  aus  den  Formeln  ausgeschieden  werden  mussten,  wenn  diese  in  der  ein- 
fachsten Gestalt  erscheinen  sollten.  Erst  nach  mehrfachen  Versuchen  und  nachdem 
ich  insbesondere  die  bei  der  Zusammensetzung  auftretenden  Summen  G[ff],  .^[t]  die 
von  ähnlicher  Bauart  sind,  wie  die  sogenannten  Gauss'schen  Summen,  einer  ein- 
gehenden Untersuchung  unterzogen  hatte,  gelang  es  mir,  die  Formeln  von  allen  über- 
flüssigen Summanden  zu  befreien  und  in  die  jetzt  vorliegende  endgültige  Gestalt  zu 
bringen.  Der  6.  Abschnitt  enthält  die  so  reducirten  Formeln,  vier  an  der  Zahl; 
dieselben  entsprechen  den  vier  bei  der  linearen  Transformation  zum  Zwecke  der  Formel- 
bildung unterschiedenen  Fällen.  Die  Zusammenfassung  dieser  vier  Formeln  in  eine 
einzige  Hauptformel  und  die  Specialisirung  dieser  letzteren  für  den  Fall  ganzzahliger 
Transformationszahlen  bilden  den  Abschluss  der  auf  die  linearen  Transformationen  sich 
beziehenden  Untersuchungen. 

Nachdem  so  das  Problem  der  allgemeinen  linearen  Transformation  der  Theta- 
functionen  seine  vollständige  Erledigung  gefunden  hatte,  konnte  nun  schliesslich  auch 
das  Problem  der  nicht  linearen  Transformation  mit  Erfolg  behandelt  und  zu  einem 
befriedigenden  Abschlüsse  gebracht  werden.  Die  allgemeine  nicht  lineare  Trans- 
formation kann  nämlich  unmittelbar  aus  einer  linearen  Transformation  von  allgemeinem 
Charakter  und  zwei  ganz  specielleu  nicht  linearen  Transformationen  zusammengesetzt 
werden.  Die  der  ersten  dieser  drei  Transformationen  entsprechende  Formel  ergiebt 
sich  ohne  Mühe  aus  der  im  6.  Abschnitte  gewonnenen  Hauptformel;  die  den  beiden 
nicht  linearen  Transformationen  entsprechenden  specielleu  Formeln  dagegen  sind  schon 
im  4.  Abschnitte  des  ersten  Theiles  abgeleitet  worden,  können  aber  auch,  ohne  Rück- 
sicht auf  die  dort  angestellten  Untersuchungen,  durch  ein  directes,  wohl  zuerst  von 
Rosenhain  *)  angewendetes  Verfahren  erhalten  werden.  Diese  drei  Formeln,  in 
passender  Weise  zusammengesetzt,  lieferten  die  im  7.  Abschnitte  mitgetheilte  Haupt- 
formel für  die  nicht  lineare  Transformation  und  damit  den  Schlussstein  für  die  ganze 
im  zweiten  Theile  dieser  Arbeit  entwickelte  Transformationstheorie. 

Die  vorstehenden  Ausführungen  werden  den  Leser  über  den  Inhalt  der  vor- 
liegenden Arbeit  genügend  orientirt  haben.    Es  erübrigt  nur  noch,  mit  einigen  Worten 

*)  Rosenhain,  Memoire  eur  les  fonctions  de  deux  variables  et  ^  qaatre  periodea,  qui 
Bont  les  inverses  des  fonctions  ultra -elliptiques  de  la  premiere  classe.  (M^moires  presentvs  par 
divers  savants  ä  l'academie  des  sciences  de  l'institut  national  de  France.  Sciences  matb.  et  pbja. 
t.  XI,    pag.  361) 

Khazbr  und  Prym,  Tbelafunctioneu.  b 


auf  die  Bedeutung  der  entwickelten  Theorie  hinzuweisen.  Da  ist  denn  vor  allem  der 
einheitliche  Charakter  der  angewendeten  Methoden  zu  betonen;  es  liegt  ihnen  aus- 
schliesslich das  Princip  der  directen  Umformung  der  Thetareihe  zu  Grunde.  Nur 
durch  consequentes  Festhalten  au  diesem  Principe  konnte  das  vorgesteckte  Ziel,  die 
Theorie  der  Thetafunctionen  auf  naturgemässe  Weise  zu  entwickeln,  erreicht  werden. 
Auf  Grund  der  Untersuchungen  des  ersten  Theiles  stehen  jetzt  die  Thetafunctionen, 
deren  Charakteristiken  aus  r'*'"  ganzer  Zahlen  gebildet  sind,  gleichberechtigt  neben  den 
bis  jetzt  fast  ausschliesslich  betrachteten  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  aus 
halben  Zahlen  gebildet  sind.  Die  Untersuchungen  des  zweiten  Theiles  dagegen  haben 
die  Transformationstheorie  von  den  bisher  bestandenen  Beschränkungen  befreit  und 
die  endgültige  Lösung  der  dahiu  gehörigen  Grundprobleme  gebracht.  Im  Übrigen 
glauben  wir  weniger  auf  die  gewonneneu  Resultate  als  auf  den  Umstand  Gewicht 
legen  zu  sollen,  dass  unsere  Untersuchungen  der  mathematischen  Forschuug  ein  neues, 
weites  Arbeitsfeld  eröffnen. 

Von  der  Aufnahme,  die  dieser  Auszug  findet,  wird  es  abhängen,  ob  wir  später 
einmal  unsere  gesammten  auf  die  Thetafunctionen  sich  beziehenden  Arbeiten  ver- 
öffentlichen. 

Strassburg  i.  E.,  im  Oktober  1891. 

A.  Krazer. 
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Krazer  uud  PRYM,  Thctafuuctionen 


Erster  Abschnitt. 

Über  die  Convergenz  der  Thetareihe.  —  Einige  Definitionen,  Formeln  und 
Sätze  über  Tlietafnnctionen. 


1. 

Unter  einer  ^fach  unendlichen  Thetareihe  versteht  man  eine  p-{a.ch  unendliche 
Reihe,  bei  -welcher  der  Logarithmus  des  allgemeinen  Gliedes  eine  ganze  rationale  Function 
zweiten  Grades  der  p  Summationsbuchstaben  ist.  Eine  solche  Reihe  kann,  wenn  man 
die  Summationsbuchstaben  mit  m^,  m.,,  .  ..,  nip  bezeichnet,  immer  in  die  Form: 

f=p.  ,"'=p  f=p 

gebracht   werden,   bei   der  die  ^2Kp  ~^  1)  Grössen  a„^=  o^'^,  die  p  Grössen  6„   und 

die  Grösse  c  von  m^,  m.2,  . . . ,  nip  unabhängig  sind. 

Die  erste  Frage  ist  die,  welche  Bedingungen  die  Grössen  a,  h,  c  erfüllen  müssen, 

damit  die  aufgestellte  Reihe  absolut  convergire.    Bezeichnet  man  aber  den  reellen  Theil 

von  ttfif,'  mit  r^^-,  so   ergibt  sich   sofort    als  nothwendige  Bedingung  für  die    absolute 

Convergenz  der  Thetareihe  die,  dass  der  Werth  des  Ausdruckes: 

,"=/>  ."'=p 
It  =  E     E  rfiu'iiiumf,' 

M=l    .«'=1 

stets  gegen  —  oo  gehe,  wenn  irgend  welche  der  p  ganzen  Zahlen  m  ihren  absoluten 
Werthen  nach  über  alle  Grenzen  wachsen,  und  es  lässt  sich  weiter  an  der  Hand  der 
dann  immer  bestehenden  Darstellung  von  E: 

,.'!)  ,.(1)  ^(1) 

li  =  ;•(/)  (  m,  +  -^^      w,  +  -^m,  +  -.-  +  -Jf,  ,«, 
'  11  '  11  '^11 

I        28    /  I  21  I  I         iP 


+ 

Jp) 

'^p-lp-l 
zeigen,  dass  diese  als  nothwendig  erkannte  Bedingung  für  die  absolute  Convergenz  der 

1* 


Thetareihe  auch  hiureichend  ist;  in  dieser  Gleichung  bezeichnet  allgemein  r^a  die  De- 
terminante: 


/t-ir'r-12 

wobei  V,  Q,  ö  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2, 


''2. 


»•2  0 


,p  bezeichnen,   die   auch  theilweise  oder 


sämmtlich  einander  gleich  sein  können,  und  der  Fall  v  =  1  in  der  Weise  aufzufassen 
ist,  dass  die  Determinante  r^a  sich  alsdann  auf  das  einzige  Element  r^,a  reducirt. 

Die  angeschriebene  Darstellung  von  R  zeigt  aber  weiter,  dass  die  für  die  Form 
B.  gefundene,  zur  absoluten  Convergenz  der  jp-fach  unendlichen  Thetareihe  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  durch  das  System  der  p  Bedingungen: 

,.(2)  ,.(3)  ,,(/.) 


'-<0.       i^<^'       1^<^>- 


'^^  <0 


'p-lp-l 


und  dieses  endlich  durch  die  Bedingung,  dass  die  quadratische  Form  E  eine  negative  Form 
sei,  ersetzt  werden  kann. 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  für  reelle  x  der  reelle  Theil  der  Form: 


A=  Z    E   aufi'OCftXu' 


eine  negative    quadratische  Form   ist,  kann  die   Form  A,   unter  Anwendung  einer  der 
früheren  analogen  Bezeichnung,  gemäss  der  Gleichung: 


Ä  =  a(,i> 


1)    (^/v 


als  Summe  von  ^5  Quadraten  linearer  Functionen  der  x  dargestellt  werden,   und  mau 
erkennt  zugleich,  dass  die  reellen  Theile  der  p  Grössen: 


sämmtlich  negative  Werthe  haben.  Die  Determinante  a''''  ist  mit  der  Determinante 
2J  ^  a^^a22  ■  ■ .  npp  der  quadratischen  Form  A  identisch,  und  es  folgt  daher  auch,  dass 
diese  Determinante  stets  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt. 


—    5     — 

3. 
Man  gehe  jetzt  auf  die  in  Art.  1  aufgestellte  allgcuieiiie  Tlietareihe  zurück, 
nehme  an,  dass  die  reellen  Theile  der  in  ihr  vorkommenden  Grössen  a  die  angegebenen 
für  die  absolute  Convergenz  der  Reihe  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
erfüllen,  und  betrachte  die  Grössen  h  als  unabhäugige  complexe  Veränderliche.  Der 
Werth  der  Reihe  soll  als  Function  dieser  Veränderlichen  aufgefasst  und,  nachdem  man 
noch  statt  des  Buchstabens  b  den  Buchstaben  iv  gewählt,  die  Grösse  c  aber  gleich  Null 
gesetzt  hat,  mit  0'(«(;,  |  Wj  |  . . .  |  tC;,)  bezeichnet  werden,  sodass  also: 

f'=P  !''=!'  /'=/' 

ist.  Die  Function  %{^v^  \\o.^\. .  .\  iv^)  ist  dann  eine  eiuwerthige  und  für  alle  endlichen 
IV  auch  stetige  Function  der  complexen  Veränderlichen  w^,w.^,....  ic,,,  welche  den 
Gleichungen: 

(Ifl)  ^(""l  !  •  •  •  ,  «^'-^  +  ^'\-  ■•  .  «^V)  =  ^("'1     •  •  •  ,  «<'••     •  •  ■  i  ^''p)  '  (,,_,    „  ^, 

(2o)        #(?fi  +  uu  I  ...  I  %  +  a,,,)  =  ^{u\  \...\  tc„)  c^-'-v—'vv 
genügt. 

In  die  iu  Art.  1  aufgestellte  ^)-fach  unendliche  Thetareilie  führe  man  weiter  an 
Stelle  der  Grössen  6j,  fc^i  •  •  ■)  ^i>  ^üe  Grössen  ii\  +  q,  u:^  -\-  c^_,  . . .,  Wp-\-  Cp  ein,  indem 
man  unter  iCy,  iv.^,  .  .  . ,  w^  wieder  unabhängige  complexe  Veränderliche,  unter  c,,  c^, .  .  .,Cp 
willkürliche  complexe  Constanten  versteht.  Bringt  mau  dann,  was  immer  und  nur  auf 
eine  Weise  möglich  ist,  dieses  Constautensystem  mit  Hülfe  reeller  Grössen  g,  h  in  die 
Gestalt: 

h^Tti  -\-    H  (/„fliK  I  lioJci  +    ^  g,i(hi>    ■  ■  ■    lii,ni  -\-    i:  gf,a,,ft        , 

/l  =  1       ■  '  "  .<!  =  1      '  '  .11  =  1 

und  setzt  gleichzeitig: 

/,=p  f,-=p  f,=p 

c=    Z     2:  fl;,,,'^,, (/,„'  + 2    2  gf,{u-f,-{-h,,ni), 
.,  =  t  .»'=1  ."  =  1 

so  entsteht  die  allgemeinere  Function: 

welche  ihrer  Entstehung  gemäss  mit  der  vorher  gewonnenen  einfacheren  Function 
%{iCy  I  ...  I IV ^  durch  die  Gleichung: 

*rr"'?l('^'i  i  •  •  •  i  ">)  =  •^''"•i  +  ''.'^'  +  "^'''^/.««,"  '  ■  •  •    "V  +  ''/''^'  +  "^'i'/'«^/') 
■-  '   ■     /'-'  /.  =  i  /«=i 

fi=p  f'=p  f=p 


—     6    — 
verknüpft  ist  und  iu  dieselbe  übergeht,   wenn  die  Gri'>ssen  y,  h   sämmtlich  den  Werth 
Null   annehmen.     Jede  Function  von  der  Form  ■9'[*i '^.*^J  (^i  |  •  ••!  «t';»)  soll  eine  Theta- 
funetion  genannt  werden.     Entsprechend  den  Gleichungen   (l,,),   {2^)   bestehen   für  sie 
die  Gleichungen: 

(v=l,2,...,p) 

(2)    ^  p; : : :  y  k + «i  ,.  i  . . .  i  w,, + «„o  =  -^  R  : ' :  y  k  i  •  •  •  i  w^)  e~'  '"•'  -«'--""«' . 

Das  Symbol  [/![!.. /?J  möge  die  Charakteristik  der  Thetafunction  heissen  und, 
wenn  kein  Missverständniss   zu  befürchten  ist,  kürzer  mit  [^J  bezeichnet  werden.    Die 

Charakteristik    K^v     =  K' +'I-| "' .  1%^'       möge     ^^^    Summe,     die    Charakteristik 

P~-^1  =  [f  I^r" '''I;/l  tue  Differenz  der  Charakteristiken  ["]  ,  [^.]  genannt 
werden.  Eine  Charakteristik,  deren  Elemente  für  v  =  1,  2, . .  .,2?  den  Bedingungen 
0<^,<1,  0  </«,.<  1  genügen,  möge  eine  Normalcharakteristik  genannt  werden. 
Zwei  Charakteristiken  [^1,  [^H  sollen  congruent  genannt  werden,  wenn  ihre  ent- 
sprechenden Elemente  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden;  im  anderen  Falle 
mögen  sie  incongruent  heissen.  Eine  Function  ■9'[^]  (^i  |  ■••  |  Wp),  deren  Charakteristik 
eine  Normalcharakteristik  ist,  möge  eine  Normalfunction  genannt  werden.  Zwei 
Functionen  ■9'  [^1  {w^  \...\  tVj,)  und  ■9'  [^,]  (%  | . . .  |  Wp)  sollen  nicht  wesentlich  verschieden 
genannt  werden,  wenn  ihre  Charakteristiken  einander  congruent  sind;  im  anderen  Falle 
mögen  si^  wesentlich  verschieden  heissen. 

Die  p  Grössen  w^,  w^,  . . .,  Wp  sollen  die  Argumente,  die  ^p(jp  +  1)  Grössen 
a^,^,.  =  af,'fi  die  Parameter  der  Thetafunction  genannt  werden.  In  den  Fällen,  wo  die 
Ausdrücke  für  die  Argumente  einer  Thetafunction  sich  nur  durch  untere  Indices  unter- 
scheiden, möge  es  erlaubt  sein,  hinter  dem  Functionszeichen  nur  den  allgemeinen 
Ausdruck  für  die  Argumente  mit  Weglassung  des  Index  in  doppelte  Klammern  ein- 
geschlossen zu  schreiben,  also  &  [*](H)  statt  «•[^]  (ifj  |  . .  .  |  iVp)  ;  im  Anschlüsse  daran 
möge  dann  das  Grössensystem  iv^\...\wp  einfacher  mit  (w),  ein  System  Wj^-\-]Ci\  ...\Wp-\-  Icp 
mit  {w  -{-  Je),  und  endlich  noch  ein  System  von  der  Form: 

|U  =  1  /'  =  1 

wenn  es  das  Argumentensystem  einer  Thetafunction  mit  den  Parametern  a  bildet, 
symbolisch  mit  (w  +  1  ^  | )  bezeichnet  werden.  Das  Vorhandensein  der  Parameter  a 
soll  nur  dann  bei  der  Bezeichnung  der  Function  und  zwar  in  der  Form  ■9'['AjWa 
zum  Ausdruck  gebracht  werden,  wenn  gleichzeitig  Functionen  mit  verschiedenen  Para- 
metersystemen betrachtet  werden. 
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Es  sollen  noch  einige  Formeln  aufgestellt  werden,  die  iiu  weiteren  Verlaufe 
der  Arbeit  als  Hülfsformeln  wiederholt  zur  Anwendung  kommen.  Zu  dem  Ende  mögen 
unter  g\, ...,  y'p,  h'i, ...,  hj,  irgend  welche  reelle  Constanten,  unter  cp^,  ... ,  cpp,  ^j, . . .,  ^^ 
dagegen  irgend  welche  ganze  Zahlen  verstanden  werden;  es  bestehen  dann  die  Formeln: 


u=p   /i=p 

-   E      27  a„ 


{Ä)  ^[i] f..  + 1-;: D) = * [::g w) e  .=>  /-'= 


M  =  l  I 


4i;:::ac— i=4::::::a< 


(D)    *p]((..  +  |;|))  =  ^p](He  ''=^'''= 


-    H       H  c-uu'  Vf,  V,.'  -  -  £  V^"'t,  +  ^   E  (V,,  »„  -  V^  A^)  «i 


Die  früher  aufgestellten  Gleichungen  (1),  (2)  sind  als  specielle  Fälle  in  der.Formel  {D) 
enthalten. 


Es  sollen  jetzt  speciell  Thetafunctionen  mit  rationalen  Charakteristiken,  d.  h. 
solche,  deren  Charakteristiken  nur  rationale  Zahlen  als  Elemente  enthalten,  betrachtet 
werden.     Eine  Thetafunction  mit  rationaler  Charakteristik  kann  stets  in  die  Form: 


{Wi  I   ...  I  IV,) 


gebracht  werden,  wobei  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  s,  e'  irgend  welche  ganze 
Zahlen  bezeichnen.  Diese  Function  soll  eine  zur  Zahl  r  gehörige  Thetafunction  ge- 
nannt, und  von  allen  diesen  Thetafunctionen  soll  gesagt  werden,  dass  sie  die  zur  Zahl  r 
gehörige  Gruppe  von  Thetafunctionen  bilden;  in  dieser  Gruppe  kommen  r^^  Normal- 
functionen  vor,  und  jede  andere  Function  der  Gruppe  ist  von  einer  dieser  r^>>  Normal- 


functionen  nicht  wesentlich   verschieden.     Die   Charakteristik 


~  J  ~ 

~i, 

'P 

r 

= 

''^ 

'/' 

_'■ 

"    '•  _ 

soll, 


wenn   dadm-ch  kein  Missverständniss  zu  befürchten   ist,    zur  Abkürzung  mit  [^-^J     und 
entsprechend  die  zugehörige  Thetafunction  mit  ',■9' [7]  {(«"l)  bezeichnet  werden. 

Die  r~P  zur  Zahl  r  gehörigen  Normalfunctionen  sind  stets  linear  unabhängig, 
d.  h.  es  kann  zwischen  ihnen,  so  lange  die  tv  den  Charakter  unabhängiger  Veränder- 
lichen haben,  niemals  eine  Relation  von  der  Form: 


'2  <: 


=  0 


bestehen,  bei  der  die  f-P  Buchstaben  6''.        '',-  von   u\,  ...,  ic.p   unabhängige    Grössen 

bezeichnen,  die  nicht  alle  den  Werth  Null  besitzen. 

Der  Quotient  irgend  zweier  zur  Zahl  r  gehörigen  Thetafunctiouen  soll  ein 
zur  Zahl  r  geh(')riger  Thetaquotieut  genannt,  und  von  allen  diesen  Quotienten  soll 
gesagt  werden,  dass  sie  die  zur  Zahl  r  gehörige  Gruppe  von  Thetaquotienten  bilden. 
Ein  jeder  solcher  zur  Zahl  r  gehöriger  Thetaquotient: 

genügt  den  Gleichungen: 

Qr(}Vi   I    •   •  •   [   iVv   +   Tili  \-   ■   ■'  Wp)   =    Qr{Wi       •  •   •   I   Wv   '    •  •  •   I   tfp), 

Qr  («i  +  rair]  ■  ■  -l  IV p  +  rop-,)  =  Qr  (m'i  !  •  •  •  |  w^) 
und     ist     also     eine     2p -fach     periodische    Function     der     coraplexeu    Veränderlichen 

iVy  \iv.2\  ■  ■  •  [wp,   welche  die  2^)  Grössensysteme: 

r%i\    Ü    ^  .  .  .  I    0   ,  >-r7jj  j  »-a^i  |  •  •  •  |  »'0;;i  , 

0    '■  rni  1  ...  I    0  ,  ra^^  \  ra^-^  1  •  •  •  !  *'«/)2  > 

0    I    0    I  ...  1  rni,  raip  j  ra-^p  |  . . .  j  rüpp 

als  Periodensysteme  besitzt.  Ist  umgekehrt  der  aus  irgend  zwei  Thetafunctionen  ge- 
bildete Quotient  Q(tVi  j  . .  .  [  Wj)  eine  2j3-fach  periodische  Function  der  complexen  Ver- 
änderlichen n\,  .  .  .,Wp^  welche  die  soeben  angeschi-iebenen  2p  Grössensysteme  als 
Periodensysteme  besitzt,  so  kann  man  die  Function  Q  {u\  \  ■  ■  ■  \  tVj)  von  einem  con- 
stanten  Factor  abgesehen  immer  durch  Einführung  passend  gewählter  neuen  Ver- 
änderlichen w^,  .  .  .,Wp  in  eine  Function  Qr{Wi  |  .  . .  |  Wj)  der  vorher  betrachteten  Art 
verwandeln.  Mau  erkennt  daraus,  dass  die  Bedingung  der  Periodicität,  sobald  man 
sie  für  den  Quotienten  irgend  zweier  Thetafunctionen  stellt,  mit  Nothwendigkeit  auf 
Thetafunctiouen  mit  rationalen  Charakteristiken  führt,  und  weiter  auch,  dass  die  Ein- 
theilung  dieser  letzteren  Functionen  in  Gruppen,  wie  sie  oben  gemacht  wurde,  eine 
wohlberechtigte  ist,  da  allen  aus  je  zwei  Thetafunctionen  einer  Gruppe  gebildeten 
Quotienten  die  nämlichen,  der  betreffenden  Gruppe  eigenthümlicheu  2p  Periodensysteme 
zukommen.  Die  r'^P  —  1  speciellen  zur  Zahl  r  gehörigen  Thetaquotienten,  welche  ent- 
stehen, wenn  man  die  von  ■9'[0]((if))  verschiedenen  r^P — 1  zur  Zahl  r  gehörigen 
Normalfunctionen  durch  %  [0]  ((w))  theilt,  sollen  die  zur  Zahl  r  gehörigen  Normal- 
quotienten genannt  werden.  Bei  der  Untersuchung  der  zur  Zahl  r  gehörigen  Theta- 
functionen und  Thetaquotienten  wird  man  sich  auf  die  Betrachtung  der  r"P  Normal- 
functionen und  r^p  —  1  Normalquotienten  als  Grundfunctionen  beschränken. 

Die  in  den  weiteren  Abschnitten  dieses  ersten  Theiles  durchzuführenden 
Untersuchungen  beziehen  sich  ausschliesslich  auf  Thetafunctionen  mit  rationalen 
Charakteristiken.  Der  Zweck  dieser  Untersuchungen  ist  die  Aufdeckung  der  zwischen 
den  genannten  Functionen  bestehenden  Beziehungen. 


Zweiter  Abschnitt. 
Algebraische  Untersuchnngen. 


Die  am  Ende  des  vorigen  Artikels  erwähnten  Beziehungen  zwischen  Tiieta- 
functionen  mit  rationalen  Charakteristiken  gelangen  durch  Formeln  zum  Ausdrucke, 
die  sämmtlich  aus  einer  einzigen  Fuudamentalformel  abgeleitet  werden  können.  Um 
eine  Grundlage  für  die  Herstellung  dieser  Fundamentalformel  zu  gewinnen,  empfiehlt  es 
sich,  zuvor  die  nachstehende  algebraische  Untersuchung  anzustellen. 

Gegeben  seien  die  beiden  quadratischen  Formen: 


dabei  seien  die  np  Veränderlichen  x  ebenso  wie  die  iqj  Veränderlichen  1/  von  einander 
unabhängig,  es  seien  ferner  die  Grössen  a^l'  =  a%  sämmtlich  von  Null  verschieden 
und  ausserdem  so  beschaffen,  dass  für  reelle  x  der  reelle  Theil  der  Form  A  eine 
negative  quadratische  Form  ist,  es  seien  dagegen  die  Grössen  tj^^.  =  h%  zunächst 
keinen  Bedingungen  unterworfen.  Man  stelle  die  Frage,  welchen  Bedingungen  die 
Grössen  a,  h  noch  genügen  müssen,  damit  die  Form  A  in  die  Form  B  übergeführt 
werden  könne  durch  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determinante 
von  der  Form: 


*i«   — '("    Vf   ^  ^fi    Vm   ^        ^  ' t>    i/f  > 

.v.(2)  _  yW  ,/l)     I     ,.(22)  ,/2t  _r_  I     ,.(ä") ,/") 

yp)  

J")  =  ,.("1)„(')  _r_  ,.(«2)  J«)  J L  ,."•")„(") 

,t=l,2,...,;;, 


(Su) 


deren  Coefficienten  r  sämmtlich  rationale  Zahlen  sind,  und  deren  Systeme  (Äj),  (S^), . . .,  (Sp) 
nicht  zerfallen;  dabei  wird  ein  System  (Ä,,)  ein  zerfallendes  genannt,  wenn  in  Folge  des 
Verschwindens  gewisser  seiner  Coefficienten  r'f '  m  der  n  Grössen  j/J'' ,  y*;' ,  . .  . ,  yL"'  nur 

Kra:^sb  und  Prym,  Thetafunctioncn.  2 
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in  m  der  n  Gleichungen  des  Systems  (Sf,)  vorkommen,  und  zugleich  diese  m  Gleichungen 
keine  der  n  —  m  übrigen  Grössen  y  enthalten. 

Als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Möglichkeit  dieser  Über- 
führung findet  man,  dass  die  Coefficienten  a,  h  der  Formen  A,  B  sich  in  die  durch 
die  Gleichungen: 

,,(('),  _  „(?)  /■((')  fC.O  a      ■  }l"\  =  0^"^  f/"^  ö*"'  a      ■  (Q,o=l,2 n\ 

"/'."     P      Ifi    If     "l'f  >  "ff    —   "i       'A"    y."     "ff  \u,  /.■  =  !,  2,  ...,  pI 

bestimmte  Gestalt  bringen  lassen,  wobei  die  a^,^,'  =  n^,'^,  Grössen  bezeichnen,  die  sämmt- 
lich  von  Null  verschieden  und  ausserdem  so  beschaffen  sind,  dass  für  reelle  x  der  reelle 

Theil   der  Form  2J2af,f,'XuXft    eine   negative   quadratische   Form   ist,   wobei  ferner   die 

f  f' 
f,  g  von  Null  verschiedene,  im  Übrigen  aber  keinen  Bedingungen  unterworfene  rationale 
Zahlen  sind,  und  wobei  endlich  die  p,  q  positive  rationale  Zahlen  von  der  Beschaffen- 
heit bezeichnen,  dass  für  die  mit  ihnen  als  Coefficienten  gebildeten  Formen: 

eine  nicht  zerfallende  lineare  Substitution  von  der  Form: 

Xi'-)  =  m)yW  -\-  P'-Hß>  -j 1-  fS,,),/«), 

deren  Coefficienten  sämmtlich  rationale  Zahlen  sind,  existirt,  welche  die  Form  P  in 
die  Form   Q  überführt. 

Erfüllen  die  Coefficienten  a,  h  die  angegebeneu  Bedingungen,  so  entspricht  zu- 
gleich jedem  solchen  Systeme  von  w"  rationalen  Zahlen  t  eine  in  ihren  Coefficienten  r 
durch  die  Gleichungen: 

f{0)  \    f.     =1,2,   ...,pj 

'  /' 

bestimmte,  in  ihren  partiellen  Gleichungensystemen  (S^),  (S.^),  .  .  .,  {Sp)  nicht  zerfal- 
lende Substitution  (SJ  mit  rationalen  Zahlen  als  Coefficienten  und  nicht  verschwindender 
Determinante,  welche  die  Form  Ä  in  die  Form  B  überführt,  und  es  umfasst  die  Ge- 
sammtheit  der  auf  diese  Weise  construirbaren  Substitutionen  (S)  alle  überhaupt  exi- 
stirenden  Substitutionen  der  angegebenen  Art,  welche  die  Form  Ä  in  die  Form  B 
überführen. 

Man  wird  hier  noch  bemerken,  dass  die  in  der  angegebeneu  Weise  gebildeten 
Substitutionen  (8),  insofern  als  ihre  Coefficienten  von  den  Grössen  a^,,,'  vollständig  un- 
abhängig sind,  die  Überführung  der  Form  Ä  in  die  Form  B  auch  dann  noch  bewirken, 
wenn  man  bei  den  in  Ä  und  B  vorkommenden  Grössen  a^^-  von  den  oben  gestellten 
Bedingungen  absieht. 
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Auf  Grund  des  im  vorigen  Artikel  Gefundenen  reducirt  sich  die  Aufgabe,  alle 
den  gemachten  Voraussetzungen  entsprechenden  Formenpaare  A,  B,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  die  Form  A  sich  durch  eine  Substitution  (S)  von  der  angegebenen  Art  in 
die  Form  B  überführen  lässt,  zu  bestimmen  und  zugleich  für  jedes  solche  Formenpaar 
alle  Substitutionen  {S)  der  angeführten  Art,  weiche  diese  Überführung  bewirken,  an- 
zugeben, auf  die  einfachere,  alle  mit  positiven  rationalen  Zahlen  p,  q  als  Coefficienten 
gebildeten  Formenpaare  P,  Q,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  die  Form  F  sich  durch 
eine  nicht  zerfallende  lineare  Substitution  (T),  deren  Coefficienten  t  sämmtlich  rationale 
Zahlen  sind,  in  die  Form  Q  überführen  lässt,  zu  bestimmen  und  zugleich  für  jedes  solche 
Formenpaar  P,  Q  alle  Substitutionen  (T)  der  angeführten  Art,  welche  diese  Überführung 
bewirken,  anzugeben.  Diese  Aufgabe  soll  jetzt  behandelt  werden.  Dabei  nehme  man 
an,  was  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  geschehen  kann,  dass  die  Form  P  eine 
willkürlich  gewählte  sei.  Die  vorher  gestellte  Aufgabe  kommt  dann  darauf  hinaus,  zu 
der  willkürlich  gewählten  Form  P  alle  nicht  zerfallenden  Substitutionen  T  zu  finden, 
welche  die  Form  P  in  Formen  Q  überführen. 

Man  kann  zunächst  eine  specielle  Substitution: 


(T) 


^^(3)         =  _   5(2)^^(2)    ^  pWyiS)    _j [.  pln-l)y{n-»)  ^  p{n)y(n-l)  ^  ^n)  ^ 

^(,-1)  _  _   5('.-2)2^'.-ü)    4-  pMyln-1)  _|.  y.)  ^ 


wobei  für  i/  =  1,  2,  .  .  .,  h: 

j/i)  +  i;(-)  -\ h  P'"'  =  Ä^'' 

gesetzt  ist,  augeben,  durch  deren  Anwendung  die  Form: 

P  =  p(i)a;  ir-  +  i)(ä)j;(«)'  -^ \-  //"'af")' 

in  eine  Form   Q,  nämlich  in  die  Form: 

Q  =  S(l)  S(2)j/2)  2/(1)'  +  5(2)^(3)^/3)2/(2)'   _| (_  5(«-l)s(«)p(")y(n-l,'  -|-  8(1)  y('.)' 

übergeht,  und  sodann  aus  dieser  Substitution  die  allgemeinere: 

XW  =  iW  l(i) p(2)  y(l)   +  <( 0^(3)^(3)^(2)    _j 1_   i<l)i('.)^/'.)y('.-l)  _|_  <(l)y(»)^ 

a;(2)    =  _  ~sWy[i)    4-  i(2)«(3)^)(3)j/(2)    _| -{-  /(2)  <(n)^(-.)y(»-l)  _|_  <(2)y(-)^ 

.^^  ^(3)    =  _  1(2)  yl2)    ^ f-  <(3)  <(«)  pMy(n-l)  ^  ^(S)  yln)  ^ 

x(")  =  —  s<-"-^h/'-''>  +  i'")»/"' 

ableiten,  in  der  für  v  =  1,  2,  . . .,  »i : 

^,(1)  ((!)'  -I-  2)(2)  <(2)'  _j 1-  p(')  <(•)'  =  s'-^) 
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gesetzt  ist,  und  durch  welclie  die  Form  P  in  die  Form: 

übergeführt  wird.  Bei  dieser  Substitution  (T)  sollen  i*'',  i'^',  .  . .,  <<"'  von  Null  ver- 
schiedene rationale  Zahlen  bezeichnen;  man  wird  aber  bemerken,  dass  das  Gleichungen- 
system (T)  auch  dann  noch  eine,  wenn  auch  zerfallende,  Substitution,  welche  die  Form 
P  in  eine  Form  Q  überführt,  darstellt,  wenn  man  die  Grössen  i'-^l,  P\  .  .  .,  <'"'  theil- 
weise  oder  auch  insgesammt  der  Null  gleich  setzt,  für  i'"'  dagegen  die  gemachte  Vor- 
aussetzung aufrecht  hält.  Setzt  man  dagegen  P^i  =  0,  oder,  um  sogleich  den  alige- 
meinsten Fall  einzuschliessen,  it''  =  P'i  ^  . . .  =  i<''  =  0,  während  t'-^'+^'i  von  Null 
verschieden  sein  soll,  so  verliert  das  Gleichungensystem  (T)  seinen  ursprünglichen  Cha- 
rakter, da  in  diesem  Falle  die  ersten  v  Gleichungen  desselben  in  a-'^'  =0,  a,<^)  ^0, 
.  .  .  j  a,(')  =  0  übergehen.  Entfernt  man  aber  dann  diese  v  Gleichungen  aus  dem 
Gleichungensysteme  (T)  und  setzt  an  ihre  Stelle  die  Gleichungen  a;'^'  =  «/"',  x^^^  =  «/'^^ 
. . .  ^  a.*'''  =  2/'"',  so  stellen  diese  zusammen  mit  den  n  —  v  noch  übrigen  Gleichungen 
des  in  der  angegebenen  Weise  specialisirten  Systems  (T)  eine  zerfallende  Substitution 
(TJ  dar,  welche  die  Form  P  in  eine  Form  Q  überführt,  und  welche  im  Folgenden  als 
der  den  Werthen  ^')  =  i'^)  =  .  .  .  =  p)  =  0,  i('+i'  +  0  entsprechende  specielle  Fall  der 
Substitution  (T)  angesehen  werden  soll. 

Die  gewonnene  Substitution  (T),  die  im  Folgenden,  insofern  sie  zur  Zahl  n  ge- 
hört, mit  (T  )  bezeichnet  werden  soll,  ist  von  besonderer  Wichtigkeit.  Man  kann 
nämlich  eine  jede  Substitution  (T  ),  welche  die  Form  P  in  eine  Form  Q  überführt, 
in  der  Form  (T")  =  (T")(r  )  zusammensetzen  aus  einer  in  ihren  Parametern  t 
passend  bestimmten  Substitution  (T  )  und  einer  Substitution  {T  '),  welche  aus  der 
Gleichung  a;<"'  =  y<")'  und  eiuem  die  Grösse  ?/'"'  nicht  mehr  enthaltenden  Systeme  von 
11  —  1  Gleichungen  besteht,  das,  für  sich  betrachtet,  eine  zur  Zahl  n  —  1  gehörige 
Substitution  (T("~'')  bildet.  Ist  dies  geschehen,  so  kann  man  in  derselben  Weise  die 
Substitution  (f'""'')  iu  der  Form  (T)  =  (T^~'')  (T  ^"~^')  zusammensetzen  aus  einer 
in  ihren  Parametern  passend  bestimmten  Substitution  (t'""^')  und  einer  Substitution 
(T''""'^'),  welche  aus  der  Gleichung  a;'""''  =  «/'""''  und  einem  die  Grösse  ?/("— ')  nicht  mehr 
enthaltenden  Systeme  von  n  —  2  Gleichungen  besteht,  das,  für  sich  betrachtet,  eine 
zur  Zahl  n  —  2  gehörige  Substitution  (T'"~^))  bildet.  Fährt  man  so  fort,  so  ergiebt 
sich  schliesslich,  dass  jede  Substitution  (T'"'),  welche  die  Form  P  in  eine  Form  Q 
überführt,  mag  dieselbe  eine  zerfallende  oder  eine  nicht  zerfallende  sein,  sich  aus  n 
Substitutionen  von  der  Gestalt  (T^"'),  (T'"""),  •••,  (T"0,  (T'")  beziehlich,  unter  Hin- 
zunahme identischer  Substitutionen,  zusammensetzen  lässt.  Beachtet  man  dann  noch, 
dass  man  auch  umgekehrt  immer  wieder  eine  zur  Zahl  w  gehörige  Substitution  (T), 
welche  die  Form  P  in  eine  Form  Q  überführt,  erhält,  wenn  man  in  derselben  Weise, 
wie  es  soeben  zur  Erzeugung  einer  gegebenen  Substitution  (T'"')  geschehen  ist,  n  Sub- 
stitutionen von  der  Gestalt  (t'"0,  (t'"~")>  ••■,  (t'"),  (T*")    beziehlich,    unter   Hinzu- 
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nähme  identischer  Substitutionen,  zusammensetzt,  so  ergibt  sich  schliesslich,  dass  man 
alle  Substitutionen  (T),  welche  die  Form  P  in  Formen  Q  überführen,  erhält,  wenn 
man  bei  der  soeben  definirten  Substitution  (T'"')  die  in  den  n  erzeugenden  Substitu- 
tionen (t)  im  allgemeinen  Falle  vorkommenden  ^n{n  +  1)  Parameter  sich  im  Gebiete 
der  rationalen  Zahlen  frei  bewegen  lässt,  jedoch  so,  dass  niemals  die  in  derselben  er- 
zeugenden Substitution  vorkommenden  Parameter  gleichzeitig  den  Werth  Null  annehmen. 
Damit  kann  aber  die  Aufgabe,  alle  Substitutionen  (T),  welche  die  Form  P  in  Formen 
Q  überführen,  und  daher  auch  die  früher  gestellte  speciellere,  alle  nicht  zerfallenden 
derartigen  Substitutionen  (T)  anzugeben,  als  gelöst  betrachtet  werden. 


In  diesem  Artikel  soll  noch  gezeigt  werden,  wie  mau  alle  Substitutionen  (T), 
welche  eine  gegebene  Form  P  in  eine  gleichfalls  gegebene  Form  Q  überführen,  er- 
halten kann,  sobald  eine  Substitution  (T)  bekannt  ist,  welche  diese  Überführung  be- 
wirkt. Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  erkennt  man  sofort,  dass  man,  sobald  eine  Sub- 
stitution (T)  =  {T'),  welche  die  Form  P  in  die  Form  Q  überführt,  bekannt  ist, 
alle  überhaupt  existirenden  Substitutionen  (T),  welche  diese  Übei'führung  bewirken, 
aus  der  Gleichung  (T)  =  (T')  (K)  erhält,  wenn  man  darin  an  Stelle  der  Substitution 
(K)  der  Reihe  nach  eine  jede  der  überhaupt  existirenden  mit  rationalen  Zahlen  als 
Coefficienten  gebildeten  Substitutionen,  welche  die  Form  Q  in  sich  überführen,  treten 
lässt,  und  hat  damit  die  gestellte  Aufgabe  auf  die  einfachere  zurückgeführt,  alle  mit 
rationalen  Zahlen  /;  als  Coefficienten  gebildeten  Substitutionen  (K)  zu  bestimmen,  welche 
die  Form  Q  in  sich  überführen.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  soll  jetzt  zum  Schlüsse 
für  eine  beliebig  gewählte  Form   Q  augegeben  werden. 

Versteht  man  unter  Z''"'  (ft,  v  =  1,  2,  . .  . ,  m)  irgend  «-  rationale  Zahlen,  für 
welche  die  Gleichungen: 

^^^-j,,>    i<^'"  +  i"'^>=o         f- -;•;•„  •■•'•) 

bestehen,  und  deren  Determinante  L  in  Folge  dessen  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  besitzt,  und  setzt  alsdann,  indem  man  die  Adjuncte  von  i'-'"'  in  der  Determinante 
L  mit  A'P"'  bezeichnet  und  unter  £<*'  6<^'  .  .  .  £<"'  eine  beliebige  aus  den  Zahlen  +  1> 
—  1  als  Elementen  gebildete  Variation  versteht: 

so   führt  die   mit  diesen  rationalen  Zahlen  Je  als  Coefficienten  gebildete   Substitution: 

xi■^)  =  hm  ^1)  +  l-(^'^)  ,ß)  -f  •  ■  •  +  ^-'s-»»^*"). 
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stets  die  Form: 

Q^  =  qWx^'i'  +  (/'^C')'  +  •  ■  •  +  3(")a;('"' 
in  die  Form: 

Q,,  =  qn)yW  -)-  q(2)yi2r  +  •  •  •  +  qMyi-'T- 

über,  und  es  wird  zugleich  durch  die*  Gleichungen  (K)  unter  den  über  die  Grössen  l,  e 
gemachten  Voraussetzungen  die  allgemeinste  derartige  Substitution  dargestellt. 
In  der  Substitution  (K)  ist  als  specieller  Fall  die  Substitution: 

■    .a.  =  .'^-,.,  +  .    if     ,<^) +  ...  +  .     ^-'fi    ,("), 


yW    +    ,        -^        yi-2)    +    ...    +    £ 

wobei    £  =  +  1,    und: 

,^(1)  _|-  ,^2)  +  .  .  .  +  qW  =  s 

gesetzt  ist,  enthalten,  die  man  als  die  einfachste  nicht  zerfallende  Substitution  (K), 
welche  die  Form  Q^  in  die  Form  (^^  überführt,  ansehen  kann,  und  aus  der  man  sofort 
die  allgemeinere  derai'tige  Substitution: 

2<<'*'o'^'  —  s  2«'"  t'2'  n(2'  9/(1)  /")  >) 

^.(1)  =  e  "^^^ yW  +  s    iL_^?_   2^(2)  ^ ^  j    2t_^9_   ^,„,^ 


(K) 


. =-—   2/^'>  +  f ^= 2/'"'  +  •-•  +  £    ^^—   «/(») , 


2  iC' «'1)3(1)       ,^,     .  2t('"i(^)3(2)       ™     ,  ,         2«W9('"-s     ,, 

S  S  S 

wobei   £  =  +  1,    und: 

^(1)  tW-  -|_   qi-i)  p)-  _j_   .  .  .   _j_  q(n)  lin)'  ^  g 

gesetzt  ist,  ableiten  kann.  Bei  dieser  Substitution  bezeichnen  <(i),  f-^i,  . .  . ,  ^f«)  zunächst 
von  Null  verschiedene  rationale  Zahlen.  Da  aber  die  Substitution  (K)  auch  dann  noch 
eine,  wenn  auch  zerfallende,  Substitution,  welche  die  Form  Q^  in  die  Form  Q,j  über- 
führt, darstellt,  wenn  man  die  Grössen  t  theilweise  der  Null  gleichsetzt,  so  soll  für  das 
Folgende  die  Bedingung,  dass  die  t  sämmtlich  von  Null  verschieden  seien,  fallen  ge- 
lassen werden. 

Die  gewonnene  Substitution  (K),  die  im  Folgenden,  insofern  sie  zur  Zahl  n 
gehört,  mit  (K'"')  bezeichnet  werden  soll,  ist  für  die  Substitutionen  (E)  von  derselben 
Bedeutung,  wie  die  im  vorigen  Artikel  aufgestellte  Substitution  (T)  für  die  dort  be- 
handelten Substitutionen  (T).  Es  kann  nämlich  gezeigt  werden,  dass  jede  Substitution 
(iv««';,  welche  die  Form  Q^  in  die  Form  Q^  überführt,   sich   aus  n  Substitutionen  von 
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der  Gestalt  (K""),  (K'"""),  ...,  (K<"),  (k'")  Ijezieblich,  luiter  Hinzuuuhme  identischer 
Substitutionen,  zusammensetzen  lilsst,  und  daraus  folgt  weiter,  dass  man,  da  auch  um- 
gekehrt immer  wieder  eine  zur  Zahl  n  gehörige  Substitution  {K),  welche  die  Form 
Qx  in  die  Form  Q,,  überführt,  entsteht,  wenn  man  n  Substitutionen  (K*"'))  (K*"~'')>  •••, 
(K  ),  (K  ')  in  dieser  Weise  zusammensetzt,  alle  Substitutionen  {K),  welche  die 
Form  Qx  in  die  Form  Q,j  überführen,  erhält,  wenn  man  die  in  den  n  erzeugenden 
Substitutionen  (K)  vorkommenden  ^  n{n  +  1)  Parameter  sicli  im  Gebiete  der  rationalen 
Zahlen  frei  bewegen  lässt,  jedoch  so,  dass  niemals  die  in  derselben  erzeugenden  Sub- 
stitution vorkommenden  Parameter  gleichzeitig  den  Werth  Null  annehmen,  und  zugleich 
einer  jedeu  der  n  in  den  n  erzeugenden  Substitutionen  vorkommenden  zweiten  Ein- 
heitswurzeln unabhängig  von  den  übrigen  sowohl  den  Werth  -\-  1  als  auch  den  Werth 
—  1  annehmen  lässt. 


Dritter  Abschnitt. 
Aufstellnug  der  Fnndameutalformel  des  ersten  Theiles. 


1. 
Gegeben  seien  zwei  quadratische  Formen: 


=1  //=1 

=p  fl'-- 


die  in  ibren  Coefficienten  a,  h  so  beschaffen  sind,  dass  der  reelle  Tbeil  einer  jeden  von 
ihnen  eine  negative  quadratische  Form  ist,  und  dass  zu  ihnen  eine  Substitution  (S) 
der  früher  angegebenen  Art  existirt,  welche  die  Form  A  in  die  Form  B  überführt. 
Weiteren  Bedingungen  sollen  die  Formen  A,  B  nicht  unterworfen  sein,  und  es  soll  auch 
von  der  im  vorigen  Abschnitte  eingeführten  Beschränkung,  dass  die  die  Substitution 
(/S)  bildenden  partiellen  Gleichungensysteme  (Äj),  (Äg),  .  .  . ,  (Sp)  nicht  zerfallen,  hier 
abgesehen  werden.  In  diesem  Artikel  soll  gezeigt  werden,  dass  jeder  Substitution  (S) 
eine  charakteristische  Thetaformel  entspricht,  und  es  soll  zugleich  die  alle  diese  For- 
meln umfassende  Fundamentalformel  aufgestellt  werden. 

Zu  dem  Ende  ordne  man  einer  jeden  der  n  quadratischen  Formen: 

^(:)="3"'S'a<f^a;<^'a;;^       A^^  =  1  "F a<^l ^ a/^) ,  .  .  . ,  A^"^  ='1 'W 4^. x';^ x'^^' 

^=1   ,,'=1     '  '  ,«=1  /<'=!  "=1  ,"'=1 

eine  Thetafunction,  welche  die  Coefficienten  der  betreffenden  Form  als  Parameter  ent- 
hält, zu,  also  für  V  =  1,  2,  .  . .  ,  n  der  Form  J.*''   die  Function: 

indem  man  dabei  unter  «i'',  m'/',  .  .  . ,  ?4''  beliebige  complexe  Veränderliehe  versteht,  und 
bilde  das  Product  der  w  Functionen  9'(('»'"))^(i) , 
dann  die  Gleichung: 


(F) 


-» +r 
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*((«'"ia)^((«<^'U.--*((""")Uo 

„(,=  1  .1,'=!  „=[ 


-    2  ■■■  2 

bei  der  für  fi  =  1,  2,  .  .  .,  ^)  das  System  der  n  Siimmationsbucbstaben  mfj,  »ijf ,  .  . .,  »i}"' 
abgekürzt  mit  [m,,]   bezeichnet   ist,    und   das   dem    bestimmten   Index  ft   entsprechende 


.,+v. 


Zeiclien  2J  andeuten    soll,     dass     nach    jedem     der    n    Suramationsbuchstaben 

["'„] 

»),'  ,  m,f',  .  .  .  ,  »«;,'    von  —  oc  bis  +  oc  zu  suuimireu  ist. 

Die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  ni^-fs-ch  unendliche  Reihe 
soll  jetzt  dadurch  umgeformt  werden*),  dass  man  an  Stelle  der  Summationsbuehstaben 
m  neue  Summationsbuehstaben  n  einführt  mit  Hülfe  der  Substitution: 


(S) 


,,.«4f'  =  cf')»!:'  +  cf>n!f'  + 


(Ä..) 


(")  !'il)     (1)     I        («2)      (2)      , 

'V  »'*,»   =  Cf,    itf,  +  c„    n;,    + 

ft  =  1,  2,  ..  .,  p, 
welche  aus  der  früher   aufgestellten,   die  Form  A  in   die  Form  B   überführenden  Sub- 
stitution  (S)   abgeleitet    wird,    nachdem  man  deren  Coefficienten  r,,''"'  entsprechend  den 
Gleichungen: 


ra 


=  1,  2, 


1.,,/.'  =  !,  2,  ...,  ;J 


wobei  ci"'  eine  ganze,  >■„  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  als  Quotienten  ganzer  Zahlen 
dargestellt  hat,  und  bei  welcher  daher  die  Zahlen  c,  r  den  Bedingungen: 

i:='t  y    y      /,('*)  WPlin     (7     (j 

t=i    ""    "      "  0       ,     wenn  ff'^  g, 

genügen. 

Bezeichnet  man  die  Determinante  .^4:  c«''clf^'  .  .  .  cl,""'  der  «-  Coefficienten  des 
Systems  (»S„)  mit  z/,,  und  die  Adjuncte  von  c),  in  dieser  Determinante  mit  f?,;'"',  so 
folgt  aus  den  Gleichungen  {ß)  durch  Auflösung: 

z/„«L"  = .,.  («[,'■' mü'  +  rff'wif  +  •  •  •  4-  rt.r' »»{;") ,  ] 


(s-) 


ft  =  1,  2,  ...,i). 


(SV) 


*)  Man  vergl.  hiezu  die  Abbandlucg:  l'rym,  Ableitung  einer  allgemeinen  Thetaformel 
(Acta  mathematica,  Bd.  3,  pag.  216),  in  welcher  die  nachstehende  Untersuchung  für  einen  speciellen 
Fall  vollständig  ausgeführt  ist. 

Krazeb  und  Fry»,  Tlietafunctionon.  3 
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Durch   Auvvenduug   der  Substitution  (S)  geht   aus   der  Gleichung  (F)    die   Gleichung: 

f'=p  f'^p  /  (1)    (1,  (1)  („)    in)  (.n  ,  „  ''5'  r  (1)  (1)  ,        ,  „(«)  „(")^ 

=  ^  . . .    y'  e/'=i  /''=i  "=i 

hervor,  wenn  man  die  Grössen  v  durch  die  Gleichungen: 


|ii  =  1,  2,  .  .  .,i), 

definirt;  und  es  ist  dabei  für  f<^=  1,  2,  .  .  .  ,  p  die  auf  der  rechten  Seite  vorkommende, 
durch  das  Zeichen  ü  angedeutete  Summation  nach  mJ^*  ,  wjf ,  .  . ,  ??„  in  der  Weise  aus- 
zuführen, dass  man  an  Stelle  des  Systems  der  n  Summationsbuchstaben  w',  ,  n^' ,  .  .  .,  m;," 
ein  jedes  der  Werthesysteme  treten  lässt,  welche  sich  dafür  aus  den  Gleichungen  (S^,) 
ergeben,  wenn  man  eine  jede  der  n  Grössen  m',  ,  mf,  ,  .  .  . ,  mj^  unabhängig  von  den 
übrigen  alle  ganzzahligen  Werthe  von  —  c»  bis  +  oo  durchlaufen  lässt.  Man  erkennt 
aber  leicht,  dass  man  diese  Summation  auch  so  ausführen  kann,  dass  man  die  n  Grössen 
«{,",  nf\  ...,  M,'r'  durch  die  Grössen: 

in  denen  zur  Abkürzung: 

^jf'  =  .„  (.?<-)«jj)  +  ct^c^  +  ■■■  +  <''«<ro ,  ^ 


gesetzt  ist,  beziehlich  ersetzt,  sodann  für  «JJ*,  «.f ,  .  .  .  ,  «Jl  ein  jedes  System  von  n 
ganzen  Zahlen,  für  welches  die  Zahlen: 

ganze  Vielfache  von  r^,  sind,  und  jedesmal  für  U/,  «,f  .  . .  «,,  eine  jede  der  ^J, 
Variationen  der  Elemente  0,  1,  2,  .  . . ,  z/,,  —  1  zur  n"="  Ciasse  mit  Wiederholung  ein- 
führt, endlich  die  dann  entstandene  Summe  durch  die  Anzahl  s,,  der  Normallösungeu 
des  Congruenzensysteius: 


=22^ 


—     V.)     - 
r,  i,rx;j  +  «r*  4''  +  •  ■  •  +  rf!<""  4"0  -  0     (mo.l.  40 , 

theilt;  dabei  ist,  wie  im  Folgenden,  allgemein  mit  M  der  absolute  Werth  der  Zahl  M 
bezeichnet,  und  es  sind  bei  einem  auf  die  ganze  Zahl  31  als  Modul  sich  be- 
ziehenden Systeme  linearer  Congruenzen  Normallösungen  diejenigen  genannt,  welche 
ausschliesslich  von  Zahlen  aus  der  Reihe  0,l,2,...,M — 1  gebildet  sind.  Führt 
man  dieses  Verfahren  der  Reihe  nach  für  jt  =  1,  2,  . .  . ,  jp  durch  und  multiplicirt 
hierauf  linke  und  rechte  Seite  der  entstandenen  Gleichung  mit  SiS^ .  . .  Sp,  so  geht  aus 
der  Gleichung   (F^)  die  neue  Gleichung: 

(F,)  s,  s,...  s.^(('.("ic)*((«'^t(2,  . . .  ^(("'"'b") 

hervor,  bei  der  die  Summation  in  der  soeben  angegebenen  Weise  zu  geschehen  hat. 

Die  hierbei  nach  den  n  auszuführende  Summation  kann  von  der  ihr  anhaften- 
den Beschränkung  befreit  werden,  indem  man  den  Ausdruck: 

bei  dem  zur  Abkürzung  für  ft  =  1,2,...,  j): 

gesetzt  ist,  und  das  Zeichen  2  andeutet,  dass  für  ''  =  '>^>--'  "  nach  ß],  von  0  bis  ru  —  1 
zu  summiren  ist,  hinter  2?  als  Factor  einschiebt.     Da  nämlich  der  Ausdruck  F  immer 

den  Werth  Null  besitzt,  wenn  an  Stelle  der  n  solche  ganze  Zahlen  gesetzt  werden,  für 
welche  die  «p Grössen: 

^ (c'«">»j,^'  -f ■  •  •  +  c^^rn  ^ {c^n'^i^  +  •  •  •+  C'^fi-,  ^ (cr'4'^  +•  ■  • + or'Äii 
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nicht  sämmtlicli  ganze  Zahlen  sind,  dagegen  den  Werth  Eins,  wenn  die  soeben  an- 
geschriebeneu nj)  Grössen  sämmtlich  ganze  Zahlen  sind,  so  erleidet  durch  Einschiebung 
des  Factors   F  der  Werth   der  Summe   keine  Änderung,  aber   man  kann   alsdann   das 

Zeichen   2  durch   das  Zeichen  ZI         ersetzen,  das   andeutet,  dass  nach  jeder  der 

«j)  Grössen  n  von  —  oo  bis  +  °^  zu  summireu  ist.  Multiplicirt  man  dann  noch  linke 
und  rechte  Seite  der  so  entstandenen  Gleichung  mit  r'^  r^'  .•.»"",  so  erhält  man  aus  der 
Gleichung  (i^g)  '^^^  Gleichung: 


(F,) 


-2  2^^ 


r1  r; . . . r; s,s,... s^ »lu^lw H"'%^2) •  •  ■  H^i^"%M 


+  ^_    +...  +  , 


;r4')(.?'4")]  I 


Die  Gleichung  (Fg)  geht  aber  unmittelbar  in  die  zu  Anfang  dieses  Artikels 
erwähnte  Fundamentalformel  über,  wenn  man  die  auf  ihrer  rechten  Seite  hinter  den 
ersten  beiden  Summenzeichen  stehende  w^J-fach  unendliche  Reihe  durch  das  mit  ihr 
identische  Product  der  n  Thetafunctionen 


» 


((.(.■))), 


«(■■) 


(v 


1,2,...,  n) 


ersetzt,  und  man  erhält  so  die 

Fundamentalformel  für  die  Theorie  der  Thetafunctionen  mit  rationalen  Charalicristiken 
in  der  Gestalt: 

(s)  »tit  •  ■  ■  '■;»■»!  ■  •  ■  s  »((»»'1(1.  »((»">)).o)  ■ . . »(("'"')).(., 


-S2' 


z? 


W")U» 


(v^^l 


(,(2)' 


.9 


"g('0"| 

~d' 

t'l 

((^'"'Iw- 


Bei   dieser  Formel   sind   die  Grössen  u  und  v   mit  einander   verknüpft  durch  die  Glei- 
chungen: 


,,•(«) : 


' «{,""  «{f ' + elf"' «!;'  +  •  •  ■  +  cjr'  «$,"' .      ^,,  «!;'^  =  '•„(<*/."''  «••{'*  +  '',1,'"*  ^If  +  •  •  •  +  f'l""'  "i,"') . 


fi  =  1,  2, . 
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lue   u,  ji  siud  liueare  Formen  der  «,  /i  defiiiirt  durch   die  Gleicliuiigen: 


f^=  1,2,. ..,/-, 
und  es  deutet  das  Zoicheii  2J  an,  dass  für  i,!!,'"'     ')'  nach  «<_''  von  0  bis  ^„  —  1,  das 

Zeichen  Z,  dass  für  'i,Z=\' '-' " ' ",  "^c''  /^l,''    ^o"  ^  ^^i^  '"..  —  1    zu   snmmiren  ist;    die   mit 

,*  ,".-.•■•.  /' 

$1,  s.^,  ...,  Sp  bezeichneten  ganzen  Zahlen  endlich  sind,  da  allgemein  s„  die  Anzahl  der 
Normallösungen  des  oben  angeschriebenen  Congruenzensystems  {D„)  bezeichnet  und  daher 
von  den  Werthen  der  Grössen  r  _ ,  c[n"''(9i  c  =  i,  2,  .  .  .,  w)  abhängt,  in  jedem  siieciellen 
Falle  besonders  zu  bestimmen. 


Aus  der  Formel  (0)  erhält  mau  durch  passende  Änderung  der  in  ihr  vorkom- 
menden  Variableu  u,  v  die  allgemeinere: 


!■''  ...>■"  s, ...  s  ■9' 

1  j,    i  r 


(&')        . 


■22- 


r^co+'.c) 


^+}^  +  ,^> 


,«n.u)---* 


{(^•*'l(n---^ 


((«'"l(")e" 


l^""))6(»)e 


wobei: 


X  e 


9  =  27ri  ^_  ■  E\  ^^^  +  x';)  j'-^  ,  ^  =  2;ri_£  _ £_  (  ^_^  +  p;;'  j  -^-  ■ 

In  dieser  Formel  bezeichnen  »!,'',  >li;',  P*,"',  ö[;' r^^''^""")  4«^)  beliebige  reelle  Grössen, 

y(')    öC')/' ='•-'•  •••"\  irgend  2h;)  ganze  Zahlen:  unter  xl,",  All' (""'■'"  "")  sind  Grössen 

verstanden,  die  sich  aus  den  x,  l  in  derselben  Weise  zusammensetzen,  wie  die  Grössen 
S,  ß  aus  den  «,  /3;  die  Grössen  p,  er  sind  definirt  durch  die  Gleichungen: 
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-fn)  _  t(»  1)  p(l)  _|_  t(;'  21  p(2,  ^ ^  ^,(,,  ,0  p(«),        g(«)  =  ,.__  (,/(«  1)  0(1)  _|_  rf(»3)  o(V  -I 1-  ,/(«  ")  0W)  ^ 

ft  =  1,  2,  .  .  .,  2-, 
uud  unter  y'"',  |',''    ('^Z^J' o' ' '  '  ",)   endlich    sind  Grössen   verstanden,   die   sicli    aus    den 

y,  d  in  derselben  Weise  zusammensetzen  wie  die   p,  ö  aus  den  p,  0. 

Lässt  mau  bei  festgehaltenen  Werthen  der  x,  X,  q,  6  an  Stelle  des  Systems 
der  2np  Buchstaben  y,  S  alle  Systeme  von  je  2np  ganzen  Zahlen  treten,  welche  den 
Bedingungen  0  ^  yM  ^  r^^  —  1,  0  ^  ^W  <  z/^^  —  1  {lZ\',l','.'.'',l)  genügen,  so  erhält 
man  aus  der  Formel  (©')  ein  System  von  JV^  ==  rj  , .  .  r"  ^^  .  . .  z/"  speciellen  Formeln, 
von  denen  aber  jede  auf  ihrer  rechten  Seite  dieselben  N  Thetaproducte  enthält.  Um 
einen  Einblick  in  die  Natur  dieses  Gleichungensystems  zu  erhalten,  setze  man  zur 
Abkürzun<2;: 


U'^"jj,(i) 


+  ?* 


d'^'  +  a* 


+  3C<' 


+  AC) 


'  +  pC) 

r 

+  (jC) 

r 

-  +  x(") 

d(")  +  J( 
z? 

-  +  A'") 

:-'^  =  X. 


,in)<i 


ln)C-'f 


m' 


"ra' 


^'";i  ,£iV^  "  ~  ^r'"/_^'"'„fi  ,,1^"  ^-''"  v^_ 


aus  der  Formel  {&')  geht  dann  die  Gleichung 


L5J  L;i. 


m' 


-V.- 


hervor,  und  die  Untersuchung  des  soeben  definirteu  Systems  specieller  Thetaformeln 
ist  damit  zurückgeführt  auf  die  Untersuchung  des  Systems  jener  N  linearen  Glei- 
chungen, welche  aus  der  aufgestellten  Gleichung  (G)  hervorgehen,  wenn  man  darin  an 
Stelle  des  Zahlencomplexes  [JJ]  die  vorher  definirteu  N  Complexe  von  je  2nj}  ganzen 
Zahlen  treten  lässt. 

Bezeichnet  man  wie  bisher  die  Anzahl   der  Normallösungen  des  Congruenzen- 
systems: 


(Du)  »•,  2;(Z(''«a;W=0(mod.z/  ),  r  Ed^"^'>x^''''=0(moA./}  ),...,  >■  2;(^(>''')a;W=0(mod.z/  ), 


—     23     - 
welclie  lue  gleiche  ist,    wie   die  Anzahl   tler  Nonualiösuiigen   des  CongrueDzensystems: 
(D;)  r,'idf(J')a;W=0(iiiod.z/J,  »•^,'i-d(f)a:M=0(mod.z/^_),  .  . .,  >-/^dtf^)a;W=0(mod.^^) 
mit  s„;  ferner  die  Anzahl  der  Norniallösungeu  des  Congrueuzensysteiiis: 
(Cf.)      !2Vi)a;(;'=0(niod.r„),    '^c(;'2'a;W=0(mod.>-J,    . .  .,    'i'c(;")a;Ws^O(mod.r^), 
welche   die   gleiche  ist,  wie  die   Anzahl   der  Normallösungen   des  Congruenzensystems: 
(Cü)      'i'c(i''a;M  =  0(raod.r  ),     2;c(ä')a;<")  =  0(mod.r  ),  . .  .,     l£c(«')a;"'=0(mod.r  ) 

v=l''  *"  ''  r=l   ■"  ''  '  1=1''  /'  ^  ^^ 

mit  Sf,  und  setzt  zur  Abkürzung: 

A^=s,  ..  .s^,Sj'-  •  -s^-?^', 
so  ergiebt  sich,  dass  man  die  N  Summanden  der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(G)  stehenden  Summe  in  N'  Gruppen  von  je  s^  .  . .  SpS^' .  . .  s,',  gleichen  Summanden 
ordnen  und  daher  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (G)  selbst  durch  das  Si...SpS/.  ..Sp- 
fache  einer  Summe  von  nur  N'  Summanden  ersetzen  kann.  Weiter  folgt  aber  auch, 
dass  die  iV^lineareu  Gleichungen,  welche  aus  der  Gleichung  ((r)  in  der  oben  angegebenen 
Weise  hervorgehen,  in  N'  Gruppen  von  je  s^  . »  .  SpS/  .  . .  Sp  unter  einander  nicht  wesent- 
lich verschiedenen  Gleichungen  angeordnet  werden  können,  und  es  reducirt  sich  daher 
schliesslich  das  in  Rede  stehende  System  von  N  linearen  Gleichungen  immer  auf  ein 
System  von  N'  linearen  Gleichungen,  die  nur  N'  Grössen  X  und  N'  Grössen  Y  ent- 
halten. Zur  wirklichen  Durchführung  dieser  Reduction  müssen  aber  die  Zahlenwerthe 
der  Grössen  c  und  r  bekannt  sein;  solange  dies  nicht  der  Fall  ist,  wird  das  genannte 
nicht  reducirte  System  von  N  linearen  Gleichungen  die  Grundlage  für  die  weiteren 
Untersuchungen  zu  bilden  haben. 

Das  in  Rede  stehende  System  von  N  linearen  Gleichungen  kann  nach  den 
Grössen  X  als  Unbekannten  aufgelöst  werden.  Zu  dem  Ende  multiplicire  man  linke 
und  rechte  Seite  der  Gleichung  (G),  indem  man  unter  [",']  einen  beliebigen  der  N  auf 
der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  bei  Ausführung  der  Summation  auftretenden  Zahlen- 
complexe  versteht,  mit  C~^  ra'i""^  summire  für  *~i'  2',  ...',1  °*ch  yj"'  von  0  bis  r, —  1, 

nach  d(''  von  0  bis  z/„ — 1.     Unter  Berücksichtigung  der  Relationen: 

0,  wenn  nicht  für  jedes  ft  und  v:  «1,* '^«"J-'^niod.^,,),  ^l'^^E?/5'*,'*(mod.>-„), 
r-^  [l][^]  [Wß]^  N,  wenn  für  jedes  ft  und  v:  «Ir'^K'JlYmod.^.,),  Ä'''--^{'\mod.»v), 
erhält  man  dann  ohne  Mühe,  wenn  man  zuletzt  noch  den  Accent  bei  den  Buchstaben 
a,  ß  unterdrückt,  die  Gleichung: 

Aus  dieser  Gleichung  geht  aber,  wenn  man  darin  an  Stelle  des  Systems  der  Sh^J  Buch- 
staben a,  ß  alle  Systeme  von  je  2«^?  ganzen  Zahlen  treten  lässt,  welche  den  Be- 
dingungen  0  £  «W  ^  ^^,  —  1 ,    0  ^  /3j;)  ^  >•,,  —  l   (m ; !;  ■  ■' ")  ffcnügen ,  ein   System 
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von  N  linearen  Gleichungen  iiervor,  welches  die  gewünschte  Auflösung  des  ursprüng- 
lichen, aus  (tr)  abgeleiteten  Systems  von  N  linearen  Gleichungen  nach  den  Grössen  X 
als  Unbekannten  darstellt. 

Die  Gleichung  (Cr')  ist  entstanden,  indem  man  die  N  speciellen  Gleichungen, 
welche  in  der  Gleichung  ((r)  enthalten  sind,  linear  verband.  Aus  diesen  N  Glei- 
chungen lassen  sich  aber  weiter  auch,  indem  mau  nur  einzelne,  passend  gewählte  unter 
ihnen  linear  verbindet,  Gleichungen  in  grosser  Zahl  ableiten,  von  denen  jede  mehrere 
Grössen  X  und  mehrere  Grössen  Y  enthält,  und  bei  denen  als  Coefficienten  aus- 
schliesslich Grössen  C  und  C"^  auftreten.  Von  der  Aufstellung  solcher  Gleichungen 
soll  aber  hier  abgesehen  werden,  und  es  möge  bezüglich  der  Behandlung  eines  dahin 
gehörigen  speciellen  Falles  auf  die  frühere  Untersuchung*):  „über  ein  für  die  Theorie 
der  Thetafunetionen  fundamentales  System  linearer  Gleichungen"  verwiesen  werden. 

3. 

Man  nehme  jetzt  an,  dass  drei  in  ihren  Coefficienten  a,  h,  c  den  für  Para- 
meter von  Thetafunetionen  bestehenden  Bedingungen  genügende  quadratische  Formen: 


.4 


, '^    f.1  u     '^ff     ^fl  '  li  fi     >-' H     ^ fl  I  I  ti  ^l     'J f.1     ^  ^i    J  ^ 

C  =2^  ''£"  (c<i' ,  ^(1)  z^'\  +  c(^) ,  «(2)  z'-»,  A \-  c"') ,  ^('"  ä'"!) 

gegeben  seien,  die  zudem  so  beschaflen  sind,  dass  die  Form  A  durch  Anwendung  der 
Substitution: 

(8)  r  a;(')  =  2:"d'-Jhß),  (''  ^\  l'  ' '  '  ") 

bei   der  die  c  ganze  Zahlen,   die  r  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,   in  die  Form  B, 
die  Form  B  durch  Anwendung  der  Substitution: 


1,2... 
1,2.   .  . 


■    '         ,,  =  i   ''       ■  ..        . 

bei  der  die  d  ganze  Zahlen,  die  s  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  in  die  Form  C, 
und  daher  auch  die  Form  Ä  durch  Anwendung  der  aus  (S)  und  (»Sj)  zusammengesetzten 
Substitution: 

(S,)  r  s  ,x("  =  "^  %(•■")£■(") 

bei  der: 


=  1,  2, 


fl  fl   fl         ^^^^  fl      /t   >  \fl  =  l. 


£('■")=      Z    f(' (')(/((■")  /.•,a=l     2  ,,,. 

,  =  1     ''  ''  ^       ,»  =  1,2,...,;.; 

ist,  in  die  Form  C  übergeht. 

*)    Prym,    Unteisucbnngcu    über    die    Riemaun'sche    Thetaformel    und    die    Riemaun'sche 
Charakteristikentheorie.     V.     Lripzig  1882.     Teubncr. 
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Nach  Früherem  entspricht  dann  zunächst  Jer  Überführung  der  Form  Ä  in  die 
Form  B  durch  die  Substitution  (S)  die  in  Art.  1  aufgestellte  Formel  (&),  bei  der  das 
auf  der  linken  Seite  stehende  Thetaproduct  als  Parameter  die  Coefficienten  a  der 
Form  A,  als  Argumente  von  einander  unabhängige  Veränderliche  u  enthält,  während 
die  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  vorkommenden  Thetaproducte  als  Parameter  die 
CoefKcienten  b  der  Form  B,  als  Argumente  Grössen  v  enthalten,  die  mit  den  Grössen  u 
durch  die  Gleichungen: 

^      '  ."    .«  1=1    ''  '"  K/u  =1,  2,  .  ..,  pj 

verknüpft  sind. 

In  gleicher  Weise  entspricht  weiter  der  Überführung  der  Form  B  in  die 
Form  C  durch  die  Substitution  ((S,)  eine  der  Formel  (0)  analoge,  mit  (©,)  zu  bezeich- 
nende Formel,  bei  der  als  Parameter  des  auf  der  linken  Seite  stehenden  Thetaproductes 
die  Coefficienten  li  der  Form  i',  als  Parameter  der  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden 
Thetaproducte  die  Coefficienten  c  der  Form  C  auftreten.  Als  Argumente  des  auf  der 
linken  Seite  stehenden  Thetaproductes  nehme  man  die  auf  der  rechten  Seite  der 
Formel  (0)  vorkommenden  oben  defiuirten  Grössen  v  und  verwende  mit  Rücksicht 
darauf  zur  Bezeichnung  der  Argumente  der  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Theta- 
producte den  Buchstaben  tv.  Die  Grössen  w  sind  dann  mit  den  Grössen  v  durch  die 
Gleichungen: 

verknüpft,  mit  den  Grössen  u  dagegen  durch  die  Gleichungen: 

Endlich  entspricht  der  Überführung  der  Form  Ä  in  die  Form  C  durch  die 
Substitution  (Sj)  eine  der  Formel  {&)  analoge,  mit  (0o)  zu  bezeichnende  Formel,  bei 
der  als  Parameter  des  auf  der  linken  Seite  stehenden  Thetaproductes  die  Coefficienten  « 
der  Form  A,  als  Parameter  der  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Thetaproducte 
die  Coefficienten  c  der  Form  C  auftreten.  Als  Argumente  des  auf  der  linken  Seite 
stehenden  Thetaproductes  nehme  man  die  in  der  Formel  (0)  vorkommenden  Grössen  u, 
die  Argumente  der  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Thetaproducte  sind  dann  mit 
den  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (0,)  vorkommenden  Grössen  ir  identisch. 

Die  Formeln  (0),  (0i),  (02)  sind  dann  nicht  unabhängig  von  einander.  Leitet 
mau  nämlich  aus  der  Formel  (0,)  durch  passende  Änderung  der  Argumente  eine  der 
Formel  (0')  des  vorigen  Artikels  analoge,  mit  (0/)  zu  bezeichnende  Formel  ab  und 
drückt  mit  Hülfe  dieser  Formel  ein  jedes  der  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (0) 
vorkommenden  Thetaproducte  als  lineare  Function  von  Thetaproducteu  mit  den  Argu- 
menten tv  und  den  Parametern  c  aus,  so  erhält  man  eine  mit  (0^)  zu  bezeichnende 
Formel,   welche   ebenso   wie  die   Formel  {©.,)   das  Thetaproduct  ö-((i(<*>))  {i)d-((H<-))  (j).  .  . 

•&((«'")))  („)   als  lineare   Function   von   Thetaproducteu   mit  den   Argumenten  ic  und   den 

Parametern  c  darstellt  und  sich  von  der  Formel  (0,,)  nur  durch  die  Form  unterscheidet, 

Krazek  und  PiiYM.  Tbct.ifunctiouen.  4 
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in  dem  Sinne,  dass  diese  beiden  Darstellungen  (ö^)  und  (ö^ji  wenn  mau  bei  jeder  von 
ihnen  die  Charakteristiken  der  auf  ihren  rechten  Seiten  vorkommenden  Thetaproducte 
auf  Normalcharakteristiken  reducirt  und  alsdann  Glieder,  welche  dieselben  Thetaproducte 
enthalten,  vereinigt,  nicht  von  einander  verschieden  sind. 

Aus  den  in  den  Art.  2  und  3  des  vorigen  Abschnitts  erhaltenen  Resultaten 
geht  hervor,  dass  jede  Substitution  (S)  der  früher  betrachteten  Art,  welche  eine  Form 
A  in  eine  Form  B  überführt,  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl  ausgezeichneter  Sub- 
stitutionen (Ä)  zusammensetzen  lässt.  Verbindet  mau  dieses  Resultat  mit  dem  soeben 
gewonnenen,  so  ergibt  sich,  dass  mau  die  Formel  (0),  welche  der  Überführung  der 
Form  A  in  die  Form  B  durch  die  Substitution  (S)  entspricht,  auch  erhalten  kann, 
indem  man  die  den  ausgezeichneten  Substitutionen  (S)  entsprechenden  Formeln  (@), 
(&')  in  oben  angegebener  Weise  verbindet.  Man  kann  sich  demnach  bei  der  Her- 
stellung specieller  Thetaformeln  auf  diejenigen  charakteristischen  Formeln  (@),  {&') 
beschränken,  welche  den  durch  die  Untersuchungen  des  zweiten  Abschnitts  gewonnenen 
ausgezeichneten  Substitutionen  (S)  entsprechen.  Von  diesen  Formeln  sollen  in  den 
zunächst  folgenden  Abschnitten  diejenigen,  welche  für  die  Theorie  der  Thetafunctionen 
von   Bedeutung    sind,    aufgestellt    und   in    die    einfachste   Gestalt    gebracht    werden. 


Vierter  Abschnitt. 
Erste  Specialisirung  der  Fundamentalforniel. 


1. 

Anknüpfend    an    die  Untersuchungen    des    zweiten   Abschnitts    kann    man    das 
folgende  Resultat  aussprechen: 
Die  Form: 

A  =  "z   "s'a     .  ('p'"a;'"a:!i!  +  p^^)x<^>x<^]  -\ h  p(«'a;('')xl'',')  , 

bei   der  die  p  irgend   welche   positive  rationale  Zahlen  bezeichnen   sollen,   geht  durch 
Anwendung  der  Substitution: 

^(1)  _    ^,(2)^(1)  +  pwym  +  p(4,.^(3)  + . . .  +  ijC)^/;:-')  +  ^;)  ,1 


wobei  allgemein: 


-s'"-'y\'r''+y';\. 


(t  =  1,  2,  ...,  p, 


gesetzt  ist,  über  in  die  Form 
B 


bei  der: 


V  £'a^^,.(2f')i/Wy(f)  +  <?(^v;^>yl!!  +  •  ■  •  +  «'"V^"¥;'), 


5(1)  =  sC's'V^' )    7'^'  =  s'ä'swys)^ 


^(,-1)  =  «("-DsC)^,^),      g('0  =  s(' 


ist. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Grössen  a^,,-  den  für  Parameter  von  Theta- 
functiouen  bestehenden  Bedingungen  genügen,  die  p  aber  positive  ganze  Zahlen  sind, 
soll  jetzt  diejenige  Thetaformel,  welche  der  Überführung  der  Form  A  in  die  Form  B 
durch  die  Substitution  (S)  entspricht,  aus  der  in  Art.  1  des  dritten  Abschnitts  auf- 
gestellten Fundamentalformel  (0)  abgeleitet  werden. 

4* 
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Zu  dem  Ende  hat  man  die  in  der  Formel  (01  vorkommenden  Grössen  a<*), , .  .  ., 
a>l,,  W^,,  .  . .,  U^l^,,  (fi,  ft  =  1,  2,  . . .,  2>)  in  die  Coefficienten  der  soeben  aufgestellten 
Formen  A,  B  und  zugleich  die  der  Formel  (@)  zu  Grunde  liegende  allgemeine  Sub- 
stitution (S)  in  die  hier  vorliegende  specielle  Substitution  {S)  übergehen  zu  lassen. 
Mau  erhält  danu  die  gewünschte  Thetaformel  zunächst  in  der  Gestalt: 


:«"")),(»); 


0,  1,  ...,  J  — 

1 

-=(i)-| 

rs<^n 

-g('i)-| 

=2' 

9- 

^  ((^'^')Vi)* 

^   ((^-'^'Ic.) 

.  .  -9- 

"^ 

-  0  J 

-  0  J 

L  0  J 

dabei  ist  zur  Abkürzung: 


S(2)S(3)  .  .  ,  i-('>)  =  z/ 


U,l,. ..,_/  —  ! 

gesetzt,  das  Zeichen       E       deutet  an,  dass  nach  jedem  der  np  in  den  linearen  Formen: 


fi  =  1,  2,   .  .  .,  Jj, 

vorkommenden  «  von  0  bis  z/  —  1  zu  summiren  ist,  und  s  bezeichnet  die  Anzahl  der 
Normallösungen  des  Congruenzensystems: 


j(l),,(2) 


,(1)  _  „(1)  M)\ 


;  0  (mod.  z/) , 
:0(mod.^), 


_g__  (^/».^.(l)  +  ^/2)^.(2)  ^  ^(3)^(3)  _^  .  .  .  _^  p<"-l',i.("-»  +  y")x("))      =  0  (mod.  zJ)  . 


Unter  Berücksichtigung,  dass  die  soeben  genannte  Zahl  s  den  Werth: 

besitzt,   und  durch  mehrfache  leicht  ersicbtliche  Umformungen  kann  man  aber  die  ge- 
wonnene Thetaformel  in  die  reducirte  Gestalt: 
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{&) 


-2 


=  ;>  u 


-      0      J 


L      0     J 


(''<^^i)-) 


0        J 


((^(''-•)u_„»l~;w 


bringeil,  wobei  zur  Abkürzung  für  ' 


a,  a,  . . .,  ,1—  1  _ 


Ä(»f(l)  _j_  5.(2)4(2)  _j p  .s(.)4(.)  =  g(.) 

gesetzt  ist.  In  dieser  Formel  bezeichnen  also  //■*,  y^>,  .  .  .,  iP^  irgend  welche  positive 
ganze  Zahlen,  aus  denen  sich  die  ganzen  Zahlen  s"',  s''''>,  . .  .,  s'-"^  den  Gleichungen 
äO  =  iP'>  +  ^/'->  +  ■  •  •  +;>*■'  (''  ^  1,  2,  .  .  .,  n)   gemäss  zusammensetzen.      Femer  ist: 


„(1)  _-„(i)„    , 


■■p'-'a^fi', 


t(i)  =.s(n*(2)^/ä)„  i'/2),  =  s<^)6(V"  ".-..•,     •••,     ?<('-'>  =  . s<''-'>s<«)«Wa««.,     //">,  =  sW« 

u,  /i'  =  1,  2,   ...,  j); 
weiter  sind  die  Grössen  v  durch  die  Gleichungen: 

j,(l)  ^   »/2)(,(')    -_    c(l);,(2) 

^  •'/'■/'    ' 

t-(ä)  =  1,(3)  «(1)  +   ,j(3)i,(2)   —   .s(2)n(') 


l(«-l)  =  ^,(")),(I)  4-  j»/")„0!)  4-  p(«)„(:-.)  _| 1_  ^/«)j,(«-l)  _  >,("-l)„(;), 

;t=  1,  2,  ...,  i), 

mit  den  Grössen  u  verknüpft,  und  endlich  deutet  das  Zeichen  U  an,  dass  für  "='•  *••••■ " 

/<  =  i>  *i  ■  •  1  j 

nach  £''*  von  0  bis  8'"+*'  —  1  zu  summiren  ist. 


■  =1,  «, ...,  ■— 1 


Setzt  man  in  der  Formel  (C'J): 


:j>' 


.    .    =  p'") 


1, 


setzt  gleichzeitig  für  (i    ^  l,  '2,  .  .  .,  p: 

indem  man  unter  iv,,  eine  veränderliche  Grösse,   unter  c"*,  c***,  . . .,  c*"'  beliebige  Con- 
stauten  versteht,  und  beachtet,  dass  alsdann: 

/l  /<  fi     >  fi  fl  fl     >  '  f  .'•  ^  /     n     '  fi  Ulf, 

wird,  wenn  mau  zur  Abkürzung  für  v  =  l,  2,  .  . .,  n  —  1: 

cC)  -f-  c(2)  -I 1-  cC)  =  '/'"  . 
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dagegen: 

,..,  +  ,,.)  +  ...  +  ,.(;) -=5^^ 

setzt,  so  geht  aus  der  Formel  (@)  die  Formel: 

U,   1,  .  -     ,  "—1 


.0  , 


'inw  +  s))„ 


hervor;  dabei  bezeichnet  allgemein  '9-[^]((M))m  eine  Thetafunction  mit  den  Parametern 
nittfift'  {n,  ju.'  ==  1,  2,  .  .  .,  p),  und  es  ist: 

1.2 


ft„   ,,-2 


■9^ 


(1)  _  cm  „^ 


2.3 

L   0  - 


ur-i  _  2c('))l 


...» 


.("-2) 


(w  —  2)(w  —  1) 
0 


»t  — ^  1 

0 


^("-i)_„_lcW)] 


Avobei  zur  Abkürzung  für  '      ,'„'''" 


fi       I  /i        I  /(       '  '  /'  f 

gesetzt  ist,  und  U  andeutet,  dass  für  '  ^  '  t'  "  ' "~'  nach  «<'>  von  0  bis  j'  zu  summiren 
ist.     Man   erkennt  leicht,  dass  man  diesen  Ausdruck  für  CVj . . .  x    auch  in  die  Gestalt: 


';      l      L  0  J  L  0 


((rf<2)  -  2c(3)))^ 


. .» 


n  —  2        TO  —  1 
0 


''"-^'-'»-Sc"'-«)),^,,,^,,^ 


;..-i)_„_lc(")| 


nach    7]'-''''    von  0    bis    v    zu 


bringen  kann,  vt^obei  Z  andeutet,  dass  für  '      ,''!'' 
summiren  ist. 

Aus   der  Formel  (77)   erhält  man  durch  passende   Änderung  der   in  ihr  vor- 
kommenden Variablen  tv  die  allgemeinere: 


(77') 


9 


Iw  +  cC))),  ...& 


0 


0,   1,  .     ,.  n— 1 


(I    + 
h 


2rti'      ' 


=  2   ^'-  ^.^ 

bei  der  g,  h  beliebige  reelle  Constanten,  die  k  irgend  welche  ganze  Zahlen  bezeichnen. 
Versteht  man  jetzt  unter  jc^,  x^,   .  .  .,  kp  irgend  welche  ganze  Zahlen,  multi- 
plicirt  linke  und  rechte  Seite  der  Formel  (77')  mit: 
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e 
und   summirt  nacli   jedem   k  von  0  bis  n  —  1,  so  erbiilt  man, 
den  Punkt  auf  den  Buchstaben  x  unterdrückt,  die  Formel: 


(") 


2 


n"(\ 


ü 

h-\-X 


9  + 
h 


{{mr  + 


;(«.  +  (■( 


0 
Ji  +  l 


ltv  +  cO0\e 


wenn  man  schliesslich 


Die  Formel  {FI)  gibt  zu  folgender  Bemerkung  Aulass.  Die  rechte  Seite  der 
Formel  (77)  ist  ein  linearer  Ausdruck  von  n''  Thetafunctionen  mit  den  Argumenten 
mv^  -\-  $1  \  . . .  \  nWj,  +  s,,,  dessen  Coefficienten  C  von  den  Variablen  w  nicht  abhängen. 
Ändert  man  die  willkürlichen  Constanteu  c,  jedoch  so,  dass  die  mit: 

1         i     1     1     '  '     i   ?  '      p         I'  p     ^  '     p 

bezeichneten  Verbindungen  derselben  keine  Änderung  erleiden,  so  ändern  sich  auf  der 
rechten  Seite  der  Formel  (77)  nur  die  Coefficienten  C  der  tt^'  Thetafunctionen,  während 
diese  selbst  völlig  ungeändert  bleiben.  Nennt  man  daher  allgemein  ein  Thetaproduct 
von  der  Form  &{tv  +  c^'-%&{{iv  +  c<^)))i  .  .  .  &(tv  +  c*"')),,  bei  dem  für  ft  =  1,  2,  .  .  .,  p 
^\l^  4"  ^if  +  •  •  •  +  c^"'  =  s„  ist,  ein  zu  dem  Constantensysteme  Si  |  . . .  |  Sj,  gehöriges 
w-gliedriges  Thetaproduct  mit  den  Variablen  i<;i  |  .  . .  |  Wp,  so  ergibt  sich  aus  der 
Formel  (77)  unter  Beachtung,  dass  zwischen  n''  -{-  1  linearen  Formen  von  n''  Variablen 
immer  eine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht,  der  folgende  Satz: 

Zwischen  m^  +  1  zu  demselben  Constantensysteme  Sj  |  . .  .  |  s^,  gehörigen  n-glie- 
drigen  Thetaproducteu  mit  den  Variablen  ?f,  [  .  . .  j  iCj,  besteht  immer  eine  lineare  Re- 
lation mit  in  Bezug  auf  die  Variablen  tv  constanten  Coefficienten. 


Man  setze  jetzt  in  den  Formeln  (77),  (77'),  (77)  sämnitlicho  Grössen  c  der  Null 
gleich  und  bezeichne  die  neue  Grösse,  in  welche  alsdann  Cy^ . .  .x,  übergeht,  mit  Ky^ . . . x  • 
Die  Formel  (77)  geht  dadurch  in  die  Formel: 

0, 


über,  und  es  ist  dabei: 


([«'r|„ 


^ 


0^ 

1.2 

0 


))...* 


2..S 
0  . 


..* 


(n—i)(n  —  l) 
0 


Il(»-2)(--l)^ 


32 


wobei   zur  Abkürzung  für    'f,^i]V...]l   ' ' 

gesetzt  ist,  und  £  andeutet,  dass  l'ür  '  ^l't'    "  '''~^  ^^'^^^  *'„''  ^^n  0  bis  v  zu  summiren 
ist:  oder  iu  anderer  Form: 


( 

2 
_  0  _ 

r,j(»)      /-"n 

=2'|» 

((OIls-^ 

2         3" 
0 

((0)). 

t  —  2     )i  - 

0 

■""'1 
-1 

((0))„._.,(«- 

)^ 

M  —  1 

0 

n 

wobei  2;  andeutet,  dass  für  ^['Z]'  ^'    ■'"   ^  nach  »jj;'  von  0  bis  v  zu  summiren  ist. 

Es  geht  weiter  aus  der  Formel  (il'),  wenn  man  darin  noch  für  fi  =  l,  2,  ...,p 
die  Grösse  /t,,  jetzt  mit  nli.,,  bezeichnet  und  alle  Zahlen  l  der  Null  gleich  setzt, 
die  Formel: 


W) 


#■" 


2 


lü 


z    ■ö' 


i/  + 


hervor,  bei  der  die  g,  h  beliebige  reelle  Constanten  bezeichnen. 

Es   geht  endlich  die  Formel  (77),  wenn  man   darin  noch   für  fi  =  1,  2, .  . .,  j) 

y,,  durch  r/,,  —  -"  ersetzt,  in  die  Formel: 

0, 


W 


V 


n''IQ,.   ..,Mi\inu-l,=   Z_ 


%" 


J 

-2ni   E 

H\o      "-' 

n     _ 

über,   bei  der  die  y,  h  beliebige  reelle  Constanten,   die  x  irgend  welche  ganze  Zahlen 
bezeichnen. 

Die  vorstehenden  l'^ormeln  sind  für  die  im  zweiten  Theile  dieser  Arbeit  zu 
entwickelnde  Transformationstheorie  von  besonderer  Bedeutung,  und  es  wird  dort  Anlass 
sein,  auf  dieselben  zurückzukommen. 


Fünfter  Abschnitt. 
Zweite  Specialisiruiig  der  Fundaiuentalformel. 


1. 

Anknüjjfencl   au   die  Untersuchuugen  des  zweiten  Abschnitts  kann  man  weiter 
das  folgende  Resultat  aussprechen. 
Die  Form: 

A  =  "e    ''^''a„„'(5»'a;(')a;(V  +  q^''^ x^^) x'-V  -] 1-  ^"OajWa^c,') , 

,„=1  ,,'=1   • '   ^        "    '"  "     "  "     ■"  ' 

bei   der  die  q  irgend   welche  positive   rationale  Zahlen   bezeichnen   sollen,   geht  durch 
Anwendung  der  Substitution: 

sxf  =  (2qW  —  s)yW  +  2q^-'h/^^  -j 1-  2q("^y\';) , ' 

sa;(f)  =  25")2/W  +  (25(2)  _  s)2,(2)  -j [-  2q^"hjM, 


(S) 


sx'"^ 


23(1)2/(1)  +  23(2)»/(f)  H (-  (2qM  —  s)2/';), 

^=1,  2,  ...,  p, 

qO)  _j_  ql2)  ^ ^  qu.)  =  g 

gesetzt  ist,  über  in  die  Form: 


(S-O 


wobei : 


f,=i,  f,-=p 


B  =  2     E  a  ,.(q^'hj\''y[V  +  q'-^hß^y^^)  H f-  q^"^ y[':hjM) . 

,,=1  ,,'=1  '"' 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Grössen  «„„•  den  für  Parameter  von  Theta- 
fuuetioneu  bestehenden  Bedingungen  genügen,  die  q  aber  positive  ganze  Zahlen  ohne 
einen  allen  gemeinsamen  Theiler  sind,  soll  jetzt  diejenige  Thetaformel,  welche  der 
Überführung  der  Form  A  in  die  Form  B  durch  die  Substitution  (S)  entspricht,  aus  der 
in  Art.  1  des  dritten  Abschnitts  aufgestellten  Fundamentalformel  (0)  abgeleitet  werden. 

Zu  dem  Ende  hat  man  die  in  der  Formel  (0)  vorkommenden  Grössen 
o'*',,  ....  o<"*     6'" ,  &<">,  (u,   u'=l,   2,   ....  »)   in  die   Coefficienten    der    soeben 

«/*'  '        ft^t  '        litt  '  '       fift      V"'     "  7         7»    jr/ 

aufgestellten  Formen  A,  B  und  zugleich  die  der  Formel  (0)  zu  Grunde  liegende  all- 
gemeine Substitution  (S)  in  die  hier  vorliegende  specielle  Substitution  (S)  übergehen 
zu  lassen.     Man  erhält  dann  die  gewünschte  Thetaformel  zunächst  in  der  Gestalt: 

Krazcr  und  Prtm,  Thotafauctionen.  5 
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0,    1,    .   -,    ^'■— 1      H,    I   ,    .      , 

-2      2 


dabei  ist  zur  Abkürzuu"': 


■(')))  U)^ 


«(2) 


(K^'))(.)-- 


((.(")l 


(_iy,-i,„ 


gesetzt,  das  Zeichen       -1"       deutet  an,  dass  nacli  jedem  der  «j)  in  den  linearen  Formen: 

=(1)  _  2^   (,^(I)„(l)  +  ,^(ä)„(ä)  +  .  .  .  +  2"')„(^'.)-)  _  j^(l)  ^ 

=(«)  _  2^   (-,(l)„(l)  +  g(2)„(2)  +  .  .  .  +  ,/")„(«))   _  J„(») 

(1  =  1,2,...,}}, 
vorkommenden  «  von  0  bis  s"  —  1   zu  summiren  ist,  entsprechend  deutet  das  Zeichen 

0,  1,  .  .  ,  s—1 

2J        an,  dass  nach  jedem  der  np  in  den  linearen  Formen: 

p;;'  =  2  g'i)  (ß{,''  +  (3if )  +  ■  •  .  +  |3'„"0  -  s  ßl"  , 


fi  =  1 ,  2 ,   .  .  . ,  J) , 
vorkommenden  /3  von  0  bis  s  —  1  zu  summiren  ist,  und  endlich  bezeichnet  s  die  Anzahl 
der  Normallösungen  des  Congruenzensystems: 

=' [(23")  -  s)x<"  +  29<^'a:'^'H +  2q^"'>x"^  =  0  (mod.  J)  , 

-  [  22(').r<i'  +  {2cf^  -  s)a;(^>  + \-  23« .*'">]  =  0  (mod.  J) , 


^[ 


23'''.c'"  + 


+  (29'"'  —  s)x<">]  Ei  0  (mod.  ^). 


Unter  Berücksichtigung,  dass  die  soeben  genannte  Zahl  ö-  den  Werth: 

besitzt,   und    durch    mehrfache   leicht   ersichtliche  Umformungen*)   kann    man    aber    die 
gewonnene  Thetaforniel  in  die  reducirte  Gestalt: 


*)  Man  vergl.  hierzu  den  Art.  2  der  Abhandlung:  Krazer  und  Prym,  Übei-  die  Verallge- 
meinerung der  Riemann'sclien  Thetaf'ormel  (Acta  mathcmatica,  Bd.  3,  pag.  240),  wo  diese  Um- 
formungen in  einem  speoiellen  Falle  vollständig  durchgeführt  sind. 
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^^^    0,1,^^,5-1  rA"-n  r~^"~i  r-^"-^i  -'-""^'' «„;*., 


9 


2,/'V 


:(f<"])  (n^ 


ä.(2)„ 


..«• 


a./")^ 


"))(.0« 


bi'iiigeu.  In  dieser  Foruiel  bezeichnen  also  q'-^\  q^-\  .  .  .,  f/"'  positive  ganze  Zahlen 
ohne  einen  allen  gemeinsamen  Factor,  auch  ist  zur  Abkürzung  r/'"' -(- (/'^'  -)- •  •■ -j- ly  ")  ^  .s- 
gesetzt.     B'erner  ist  für  ft,  fi,'  =  1,  2,  .  .  .,  j): 

weiter  sind  die  Grössen  m,  v  durch  das  iuvolutorische  Gleichungensystem: 

sj;W  ==  (2g">  —  s)h(,')  +  2f/"H(f)  -\ 1-  22(')«w^ 

sj.(2)  _  2g(ä'  „(1)  +  (251^1  -  s)».(f)  H h  2f/«)uW, 


ft  =  1.  2,  .  .  .,  p, 

0,1, <— 1 

verknüpft,  und  endlich  deutet  das  Zeichen     2]    an,   dass  für  jt  ^  1,  2,  .  .  .,  2'  sowohl 

nach  Kl,  wie  nach  /3„   von  0  bis  s — 1   zu  summiren  ist. 


Aus  der  gewonnenen  Formel  (0)  erhält  mau  durch  passende  Änderung  der  in 
ihr  vorkommenden  Variablen  u,  v  die  allgemeinere: 


(&) 


wobei: 


{^p^y 


-y 


+ 


«(') 


2ä'"d 


0,  1.  . . .,  s- 

=2 


SP» 

L_      S 

~    2{a  +  x) 
s 
2r/')((J  +  X) 


■  xO 

/IC 


C""1. 


. .  ^ 


;«' "))(!)  ■ 


s  ' 

.      s         ' 


"'))  (n)^''' 


in)e'>' 


-"  2;  («,.J „-.'*„)'„) 


X  e 


2:  (y„  +  ^,,)^,, 


,^  = 


ist,   ferner  x';',  A';'  (|_~|'  l'/['\'j)  2np  beliebige  reelle  Grossen,  y^,  d,,  (ft  =  1,  2, .  .  .,p) 
irgend  2p  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und  zur  Abkürzung  für  ,u  =  1,  2,  . .  .,  p: 


^(DxO)  4-  2'2-^(.)  .^ 1_  ^(™)x(»)  =  S,_ ,     A<,"  +  A'f)  H h  A!,"'  =  A,_ 


gesetzt  ist. 


36     — 


Es  soll  jetzt  der  Fall,  wo  die  ganze  Zahl  s  ungerade  ist,  vou  dem  Falle,  wo 
s  gerade  ist,  getrennt  werden.     Ist: 


s  eine  ungerade  Zahl 
so  kann  man  die  Formel  (©')  iu  die  Gestalt: 
v_  +  x(i) 

0,1,..,.-:  ■r^+"^   -^m 
=2  ^  Ä±ii)_,.) 


2s'  -  1, 


(0/) 

s=2«'— 1 


S''& 


((mO))) 


+  3«(' 


:/«)rf 


((«<»)))   ,.)...# 


;(«(«)))(„,e''. 


! vl"l 


3'")(ß  +  2i) 


A<") 


((«(")}),„eV'. 


Xe 


wobei: 

ist,  bringen.     Ist  dagegen 


*  ,.-=1  **       /<=!  *  /.=1  *       f<=l 


s  eine  gerade  Zahl,  s  =  2s', 
so  kann  man  die  Formel  (&')  in  die  Gestalt: 


$'''& 


+  Ki^ 


,Mh 


Ä(i) 


;("'))  (.oe'*^ 


-2  » 


a  4"  " 

ä' 


AD 


[.(1)))  (X,  .  .  .  ^ 


wobei: 


', h'"' 

S 


,,=1 


2  7t  i  ■'~''  - 


W"'))  ,„)e^^ 


ist,  bringen. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (@  ),  (®i'),  {®-i)  die  Grössen  y,  d,  -a,  k  sämnitlich 
der  Null  gleich,  so  geht  die  Formel  (©')  in  die  Formel  (@)  des  vorigen  Artikels  über, 
und  entsprechend  verwandeln  sich  die  Formeln  (©,'),  (fe'2')  '^  diejenigen  Formeln, 
welche  man  erhalten  würde,  wenn  man  die  beiden  aus  (®)  durch  Trennung  des  Falles, 
•wo  s  ungerade,  vou  dem  Falle,  wo  s  gerade  ist,  hervorgehenden  Formeln  in  die  ein- 
fachste Gestalt  brächte. 
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3. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  sollen  jetzt  noch  die  aus  den  f'ormeln  (0), 
(©,'),  (©ä)  für  (?'''  =  9*^'  =  •  •  •  =  g(")  =  1  hervorgehenden,  im  Späteren  zur  Ver- 
wendung kommenden  speciellen  Formeln  unter  gleichzeitiger  Einführung  einer  über- 
sichtlicheren Bezeichnung  aufgestellt  werden. 

Es  geht  zunächst  die  Formel  (&')  in  die  Formel: 

2'i 


C-i^')'.'* 


+  x: 


'-'?' 


(©•) 


■2 


/(l) 


:(«<'■'))  e 


^=1 


4/1 1  ''^'' 


—    E  (.„  V„  -  •■„ ', J 


X  e 


über,  bei  der  r  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  die  Grössen  u,  v  durch 

das  involutorische  orthogonale  Gleichungensystem: 

r  t;  J)  =  (2  —  >•)!««  +  2itif>  H h  2  mW  , 

rt;(2)  =  2m(')  +  (2  —  r)«'^'  H h  2«<'-  , 


ft  =  1,  2,  .  . . ,  i;, 
verknüpft  sind. 

Es  geht  weiter  die  Formel  (©i)  in  die  Formel: 

r-I        "^^  2«i''^°''- 

((h'--)))  e  ''=1  "=> 


(00 

r=2r'— 1 


0, 1 r— 1 

-2» 


l_  r 


t'  +2k' 
i_       r 


4-xW 


K')). 


t'-l-2»' 


—  x''--) 


r-1        ''^' 

X  e  ''=1 


über,    bei    der  r  =  2/  —  1   irgend   eine    positive   ungerade   Zahl    bezeichnet,    und   die 
Grössen  m,  v  durch  das  involutorische  orthogonale  Gleichungensystem: 

rt'W  =  (2  —  r)M(,i)  +  2zt(f)-j h  2hW, 

ri;(f)=  2«(«  +  ('2  —  ^«if' H f-  2i<';>, 


verknüpft  sind. 


2«.i)+  2«(f)-f...  +  (^2-r)«(-, 

(*=  1,  2,  ...,  ;), 
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Es  geht  endlich  die  Formel  (©/)  in  die  Formel: 


r"'» 


(©7) 


-2 


-JJ 

+  ^")" 

r '!  +  ^'-^■' " 

((■"'"))  ■■■» 

(f 

-^-  + '''"' 

— 1 

['-+'  -XC'I 

rf  +  « 

» 

^:+   «'_;,'(. 

M,---* 

.-    2/  (';„■ 


/.)''V 


X  e       '"=1 
über,  bei   der  >■  =  2r'   irgend   eine   positive  gerade  Zahl   bezeichnet,   und  die  Grössen 
u,  V  durch  das  involutorische  orthogonale  Gleichungensystem: 

r'vW    =  (1  —  )-')t(W  +  «if)  -j h  m',:'"'', 

r't;(f)    =  „(1)  +  (1  ._, ■')«,(;')  H f-  v^^'-'l, 


•     ;t=l,  2,  ...,p, 
verknüpft  sind. 

Bei  einer  jeden  der  drei  Formeln  (@'),  (@i')>  (©a)  ®'ii<^  unter  r;,,,  i?],  ((i  =  l,2,...,p) 
irgend  welche  ganze  Zahlen,  unter  x<'',  x'-p  ('jZi'g'  "  '  j  irgend  welche  reelle  Grössen 
zu  verstehen,   während   die  Grössen  x,,,  x„  (ft  =  1,  2,  .  .  .,  p)   durch   die  Gleichungen: 

;^_  =  ^cW  +  xf)  -j +  ;cW  ,  X  _  =  ^('ji)  +  x;<'i  -j 1-  x}'-> 

definirt  sind. 

Die  Formeln  (@i'),  (©a')  stimmen,  von  den  Grössen  x,  x'  abgesehen,  mit  den 
in  der  Abhandlung:  „Über  die  Verallgemeinerung  der  Riemann'schen  Thetaformel"*) 
aufgestellten  Formeln  (@i'),  {&i')  überein. 


*)  Acta  matheiuatica,  Bd  3,  pag.  240. 


Sechster  Abschnitt. 

Anfstellnng  einiger  für  die  Theorie  der  Tlietafnnctionen  wichtigen  orthogonalen 

Gleichnngensysteme. 


1. 


Soll  die  Form: 


durch  die  Substitution: 


(0) 


bei  der  >•  eine  positive  ganze  Zahl,  die  c  ganze  Zahlen  bezeichnen  mögen,  in  die  Form : 
Übergehen,  so  müssen  zwischen  den  Zahlen  c,  r  die  ^«(n  +  1)  Relationen: 

i  WPnn      #5      -r: —    /T 

(ö)         ^   ca'')c('")  +  c(2'')c'2''')  H 1-  c('"')c(''°'  =  '  '  ,  >     '  K  o  =  i,3, ) 

^  -^  0,  wenn  ö    <  e, 

oder  auch  die  damit  äquivalenten: 

(o')  c't'i'cU^'i)  +  cfe^^'c!^-'  -\ h  cif^c'?")  =  ''''  '''^°"  ^,  ^  ^'  (e.p'=i.s....,„) 

^  0,  wenn  p   :^  9, 

bestehen.    Unter  Anwendung  der  Relationen  (0)  erhält  man  dann  ohne  Mühe  die  Auf- 
lösung des  Gleichungensystems  (0)  nach  den  Grössen  y  als  Unbekannten  in  der  Gestalt: 

ryW  =  c(H);i:(i'  +  c'^D.r'-'  -\ f-  c'-i'aK") , 

ry(2)  _  g(i2)a;(i)  4.  e("  .r^)  -| f-  c''ä):c(") , 

ryO)  =  c(i")a.'"  +  c(ä'')^(ä)  ^ f-  c(-»'a;<"*. 

Die  Gleichungensysteme  (0),  (0')  mögen  orthogonale  genannt  werden. 

In  diesem  Abschnitte  soll  die  Aufgabe  behandelt  werden,  bei  gegebenem  r 
die  c  als  gauze  Zahlen  so  zu  bestimmen,  dass  sie  den  Gleichungen  (0),  (0')  genügen. 
Zunächst  wird  der  Fall  r  =  2  erledigt  werden.  Die  darauf  bezügliche  im  nächsten 
Artikel  folgende  Untersuchung  wird  zeigen,   dass  es  möglich  ist,   in   diesem   Falle  alle 


—     40     — 

überhaupt  existirenden  Substitutionen  (0)  anzugeben;  es  wird  sich  zugleich  aber  auch 
ein  allgemeines  Prineip  ergeben,  um  für  beliebiges  r  ebenso  charakteristische  Sub- 
stitutionen (0)  aufzustellen,  wie  die  im  Falle  r  ==  2  erhaltenen  es  sind. 


Die  Aufstellung  der  dem  Falle  r  =  2  entsprechenden  Substitutionen  (0)  er- 
fordert die  Lösung  der  folgenden  Aufgabe.  Es  sollen  die  positive  ganze  Zahl  ii  und 
die  n^  ganzen  Zahlen  c  so  bestimmt  werden,  dass  für  jedes  0  und  0    von   1   bis  n  die 

Relationen: 

4-  wenn    d    —  t^ 

(0)  c(i'"c(i'''>  +  c(2'')c(2''')  H \-  c('"')c(«''')  =  *'  ,  -^       ' 

^  ^  0,  wenn  6^6, 

oder,  was  dasselbe,  für  jedes  q  und  p'  von  1  bis  n  die  Relationen: 


('>') 


c(('i)c(?'i)  -j_  c(?2)c(?'2)  _j p  c'^'^Jcfe'"'  ■■ 


4,    wenn  p'  =  p, 


0 ,  wenn  p'  ^  9 , 

erfüllt  sind.  Man  findet,  dass  zunächst  eine  Reihe  von  Systemen  desselben  Typus 
existirt,  welche  zu  den  Werthen  w  =  4,  6,  8,  10,  ...  gehören.  Denkt  man  sich  die 
n^  Grössen  c  in  der  durch  das  Gleichungensystem  (0)  bestimmten  quadratischen  An- 
ordnung geschrieben  und  setzt  der  Einfachheit  halber  an  Stelle  der  auftretenden  Zahlen 
-j-  1,  —  1  nur  die  Vorzeichen  -(-,  —  beziehlicb,  so  werden  die  zu  den  Werthen  n  ==  4, 
6,  8  gehörigen  Systeme  durch  die  hier  folgenden  vorderen  drei  Schemata  vollständig 
dargestellt,  während  das  vierte  Schema  das  einer  beliebigen  geraden  Zahl  n  =  2m 
entsprechende  System  versinnlieht,  wenn  man  sich  noch  die  in  den  fixirten  Horizontal- 
reihen offenen  Plätze  mit  der  Null  besetzt  denkt. 


+ 
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Ausser  dieseu  regulären  Systemen  ergeben  sicli  merkwürdiger  VV'eise  uocli  zwei  isolirt 
stehende  Systeme,  von  denen  das  eine  zum  Werthe  n  =  7,  das  andere  zum  Wertlie 
n  ^  S  gehört,  und  die  durch  die  Schemata: 
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repräsentirt  werden.  Betrachtet  man  zwei  orthogonale  Systeme,  von  denen  das  eine 
aus  dem  anderen  dadurch  hervorgeht,  dass  mau  seine  Horizontalreihen  oder  seine 
Verticalreihen  in  irgend  einer  Weise  umstellt,  oder  dadurch,  dass  man  die  sämmt- 
lichen  Elemente  irgend  welcher  seiner  Horizontalreihen  oder  irgend  welcher  seiner 
Verticalreihen  mit  —  1  multiplicirt,  als  nicht  verschieden  und  schliesst  zerfallende*) 
Systeme  aus,  so  sind  mit  den  vorstehenden  alle  möglichen  verschiedenen  zur  Zahl  r  =  2 
gehörigen  orthogonalen  Systeme  erschöpft. 


Dem  durch  das  obige  zur  Zahl  ii  =  2  m  gehörige  Schema  repräsentirten  Systeme 
der  Grössen  c  entspricht  das  orthogonale  Gleichungensystem: 

2a;C^)=     ,f)  +  ^ß  _j,(2»i-i+y;2.)^ 

2a;("=      ?/"— 2/'-'  +  2/'-"  +  y*', 
2a:(*)=— 2/W-fy^' -f  j/(3)_[_y4)^ 


(0„„) 


2.r'«' 

== 

2a<"! 

= 

2a;(2' 

'-»)  = 

2a;(2».-2)_ 

2x<»- 

1-1)  __ 

-2/'"+2/''"  +  ?/<^'  +  ?/" 


y[i  "1—5)  _  Ui  m— d)  ^  y{-2 

_,/ä«.-.M_j_yt2".-»)_j_y(ä 


^X^      '       = 


_  „  ä  "i-3)_|_  ,ß  m-2'_(.  y(2  m-1)^  ,^i.„, 

Um   die   wahre  Natur  dieses   Gleichungensystems   und   damit    zugleich   die  Möglichkeit 
seiner  Verallgemeinerung  für  beliebiges  r  zu  erkennen,  setze  man: 


*)  Vergl.  pag.  9,  Z.  2  v.  u. 

KKA7.ER  und  Fryh,  Thotafunctionon. 
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es  ergeben  sich   dann  für  die  Grössen  y  die  Werthe: 

yd)  =  W'I)  +   /,C2)^      2y(3)   =   „.(2)   _j_    /(3)^      .    .    .   ^      ,y(2m-3)  =   „.('"-D   +   <('"),      ,/(3™-l)   =  w^""   +   <<", 
,^(2)  =   ^^.(li  _  ^(2)  ^      yli)  =   j<,.(2)   _    ([(3)^      _    _  ^      y(2m-2)  _  ^^(«,-1)  _   ^(m)^     ^(2»,)         =   j^C»,)  _  ^(1)^ 

und  die  Relation: 

a;(i)=  +  ^(2,^  _| p  .c(»)'  =  2^cir-  +  2/2)'  -1 1-  ^yC")^ , 

welche  der  Thatsache  Ausdruck  verleiht,  dass  das  Gleichungensystem  (02m)  ein  ortho- 
gonales ist,  geht  über  in  die  identische  Gleichung: 

( ,,(!)+  ,wy+ (,,(2'+ ((ä))ä + . . . + o„("''+  *('">)=  1     (   (««''>+  t^''f+iw^''+  f(=")^+...+(««<''')+f<'>)^  1 


(/2,„j 


+  (,,(l)_t(.))^+(,,(2,_j(2))2^...^(,„(„„_jW)M  I +(,,(.)_  t(2))2+(,,,(2)_j(3;)2+...^(„,(«)_^(l))2 


Von  dieser  Gleichung  (t/gm)  aus  kann  mau  aber  auch  rückwärts  wieder  zu  dem  Glei- 
chuugensysteme  (Oa,,,)  gelangen,  wenn  man  für  ft  =  1,  2,  .  .  .,  m: 

U'^f'1  +  t^fl  =  :i'2,u-i)  ^  ^(/O  4-  ^(.'+1)  =  ^(2,"-i) , 

tt:O0  _  iC")  =  x^f')  ,  tut")  —  ^',"+1'  =  yä") 

setzt,  und  dann,  nachdem  man  noch  i'"'+i'  durch  <"'  ersetzt  hat,  durch  Elimination  der 
Grössen  tv  und  ^  die  Grössen  x  durch  die  Grössen  y  ausdrückt.  Man  erkennt  daraus, 
dass  in  der  identischen  Gleichung  (J-zm)  das  Wesen  des  Gleichungensystems  (O2,,,)  voll- 
ständig zum  Ausdruck  gebracht  ist. 


4. 

Die  für  beliebiges  r  gewünschte  Verallgemeinerung  des  Gleichungensystems 
(02m)  macht  jetzt,  nachdem  die  sein  Wesen  charakterisirende  identische  Gleichung  (Jo«) 
»•ewonnen  ist,  keine  Schwierigkeit.  Um  zu  ihr  zu  gelangen,  hat  man  zunächst  die 
Gleichung  (Jg«,)  zu  verallgemeinern. 

Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  «/''',  jt  =  1,  2,  .  .  . ,  m,  m  beliebige  Grössen, 
unter  i^''^',  /'''^',  ...,  f*'"'',  f*  =  1,  2,  .  .  .,  m,  ni  Gruppen  von  je  r  Grössen,  die  nur 
den  Bedingungen: 

t,[f<  1)   _|_   Hl'  2!   _(_...    -|_    tb^r)   =  0  ("  =  1,  2,  .  .  .  ,  m) 

ZU  genügen  haben,  und  bezeichne  ferner  mit  q  eine  zweite  Einheitswurzel,  sodass  also 
Q  sowohl   -f  1   als  auch    —  1   sein  kann.     Die  Gleichung: 


(J,.,„) 


f,,(')+t(.2))2+(^(2)+t(22,.)-^+...  +  (,(,("0+t(«2))2 
l+(,„(l)+i(l')j^+(,„'2)+('2'))2+...+(,.t"')+t('»'))^ 


+(,,Cl)+t(22))2+(^(2)_^j(32))2^...^^,„(m)^pj(12))2 
\  +(,,.C)+j(2--))2^(,„(2,^  j(3r))2^.,.^(^(.,)^pf'  ^r)y  J 
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die  unter  den  über  die  Grössen  t  gemaeliteu  Voraussetzungen  eine  identische  ist, 
bildet  dann  die  uaturgcmässe  Verallgemeinerung  der  identischen  Gleichung  {Jtm), 
die  als  specieller,  den  Werthen  *'  =  2,  p  =  +  1  entsprechender  Fall  in  ihr  ent- 
halten ist. 

Setzt  man  uuu  entspiecheud  den  m  Verticalreihen  der  linken  Seite: 

?<•(!)  +   tnr)  ^  ^(,-)^        j^(2)   ^    für)  _  _^(i,-|  ^        _  ^      ,,,.(,„)  _|.   ^„„r)   _,  ^.(„.r)  ^ 

und    weiter  entsprechend  den  ni  Verticalreihen  der  rechten  Seite: 

drückt  alsdann  aus  der  zweiten  Gruppe  von  Gleichungen  die  Grössen  tc  und  t  durch 
die  Grössen  y  aus  und  führt  die  auf  diese  Weise  für  die  Grössen  w  und  t  sich  er- 
gebenden homogenen  linearen  Functionen  der  y  in  die  erste  Gruppe  von  Gleichungen 
ein,  so  entsteht  ein  nur  die  Grössen  x  und  y  enthaltendes  orthogonales  Gleichungen- 
system (Orm),  welches  die  für  beliebiges  r  gewünschte  Verallgemeinerung  des  Glei- 
chungensystems (O-im)  bildet. 

Der  Fall  m  ^  1,    der  ein  Ausnahmefall  ist,    soll   zunächst   behandelt  werden. 
In  diesem  Falle  erhält  man,  wenn  p  =  +  1   ist,  das  orthogonale  Gleichungensystem: 

(O+i)  x")  =  2/(",   z<2)  =  »/-',  . . . ,  a;<^'  =  ?/'■*, 

das  aber  für  das  Folgende  keine  Beachtung  verdient;  wenn  dagegen  g  ^  —  1  ist,  das 
orthogonale  Gleichungensystem: 

ra:W  =  (2  —  r)y<i'  -f  2j/(-'  -| [-  2i/'-', 


Nachdem  so  der  Fall  ni  =  1  erledigt  ist,  sei  für  das  Folgende  m  >  1 
vorausgesetzt.  In  diesem  Falle  ergibt  sich  aus  (Jrm)  das  orthogonale  Gleichungen- 
system: 
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r^(i)  =  2/(1)  +  iP  H h  2/"-'  +  p(r-l)2/<"'-i'+"  —        p      2/<'"~"'+" 9     2/'""'') 

,-:i(2)  =  iß)  +  2/(^)  H h  2/"'*  —         P     iß'-"'^'^  +  p(»--l)2/(^^'+2) P     2/<""-', 

,-a;W  =  y"+  y^'H h?/"'-         P     y^i'+D—        p     y«-i'-+2) hp('— 1)^""'^ 


,-^.'■+1)  =  (,•  _  1 )  y'i         -    i/'^' -  y-)  +  y'+"  +  y'+^'  +  ■  •  •  +  y'"\ 

r.t('+s)  =       —      2/<'>     +  (r-l)2y(-' -    2/<^'  +  2/"+''  +  2/*^+''  H H  2/'''', 

,.^(2,0    =        _      2/(1)  _    ^(-2) h('--l)2/'^'  +  2/"-+^'  +  2/"+''*  +  •  ■  •  +  2/'="'. 


,.x(2'-+i)  =  (>•  -  1)  y'+»         -    2y"+^'> —    iy(2^)  +  y(^'+i)  +  t/C^'+2)  H (-  2/<^^', 


imr) 


Um  eleu  Bau  des  Systems  (0,,„)  besser  überseheu  zu  könuen  und  zugleich  die 
Analogie,  welche  zwischen  seiner  Bildung  und  der  Bildung  des  im  vorigen  Artikel  auf- 
gestellten, dem  Werthe  r  ^  2  entsprechenden  Systemes  (02»,)  besteht,  mehr  hervor- 
treten zu  lassen,  sollen  schliesslich  noch  die  auf  den  rechten  Seiten  von  (0™)  stehen- 
den Coet'ficienten  in  ein  quadratisches  Schema  eingeordnet  werden.  Zu  dem  Ende 
bezeichne  man  die  drei  folgenden,  je  r^  Zahlen  enthaltenden  Complese: 

+  1     +1---+1  r-1        _1...     —1  p(;— 1)     -p     ...      -p 

-f-1+1 hl  —  Ir— l---—  1  —Q     ()(r— l)...     —Q 


-fl+1 hl  —1        —  1...>--1  — p       — p      .■■p(r-l) 

symbolisch  mit: 

A  B  pB, 

dann   wird  das  System  der    auf   den  rechten   Seiten    der  Gleichungen  (0,,„)   stehenden 
m'^r^  Coefficienten  durch  das  Schema: 
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A 


oH 


B     A 
B     A 


repräsentirt,   wenu  mau  sich  die   in  den  fixirten  Horizontalreihen   noch   offenen  Plätze 
sämmtlich  mit  der  Null  besetzt  denkt. 


Durch  die  Untersuchungen  des  vorigen  Artikels  sind  unbegrenzt  viele  ortho- 
gonale Substitutionen  gewonnen  worden;  eine  derselben  wird  durch  das  Gleichungen- 
system (OTi)  geliefert,  die  übrigen  erhält  man,  wenn  man  in  (0™)  der  Zahl  m  der 
Reihe  nach  die  Werthe  2,  3,  4,  . . .  zulegt  und  dann  zu  jedem  solchen  Werthe  von  m 
das  eine  Mal  p  =7  +  1»  <^^s  andere  Mal  q  =  —  1  setzt;  die  Substitutionen  der  ersten 
Art  mögen  von  jetzt  an  mit  {0„,^,  m  ==  2,  3,  4,  .  .  .,  die  der  zweiten  Art  mit  (O™)  , 
tu  =  2,  3,  4,  ...  bezeichnet  werden.  Alle  diese  Substitutionen  lassen  sich  nun,  wie 
zum  Schlüsse  gezeigt  werden  soll,  aus  passend  gewählten  Substitutionen  von  der  Form 
{OTi) ,    (OTl)   unter  Hinzunahme  identischer  Substitutionen  zusammensetzen. 

Erweitert  man  nämlich  die  Substitution  (OTü) ,  nachdem  man  vorher  darin  die 
Grössen : 


in  neuer  Bezeichnung  durch  die  Grössen: 

j^(„irr^i,^    yi^ir+2)^  ...,«/(""■'; 
ersetzt  hat,  durch  Hinzunahme  der  (>k  — 


r 


r 


z(m-lr+l)_ 


.,  t/W 


.(m-lr+i) 


rr 


nf 


\)r  identischen  Gleichungen: 


zu  einer  der  Zahl  mr  entsprechenden  orthogonalen  Substitution  (O'rm)  und  setzt  die 
beiden  Substitutionen  {07m),  (Om)  zusammen,  indem  mau  die  auf  den  rechten  Seiten 
von  (OX.)  vorkommenden  Grössen  y  durch  die  aus  (Oi-,„)  dafür  sich  ergebenden  linearen 
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Formen  der  z  ersetzt,  so  entsteht  eine  neue  orthogonale  Substitution,  welche,  da  es 
auf  die  Bezeichnung  der  Variablen  nicht  ankommt,  mit  (0,~„)  identisch  ist.  Damit  ist 
zunächst  bewiesen,  dass  man  für  jedes  m  von  der  Substitution  (O,  „,)  zu  der  Sub- 
stitution {07„)  gelangen  kann,  indem  man  die  erstere  unter  Hinzunahme  identischer 
Substitutionen  mit  einer  Substitution  (07i)  zusammensetzt. 

Erweitert  man  ferner  die  Substitution  {Of,,)  durch  Hinzunahme  der  r  iden- 
tischen Gleichungen: 

ZU  einer  der  Zahl  («;  +  l)r  entsprechenden  orthogonalen  Substitution  (0;-;;;+i)  und 
gleichzeitig  die  Substitution  {Otij,  nachdem  man  darin  zuvor  die  Grössen: 

a;(ii,     x(2),  .  ..,  .r(-'-);         ?/",     ?/'-',  .  ..,  ?/^'' 
in  neuer  Bezeichnung  durch  die  Grössen: 

ersetzt  hat,  durch  Hinzunahme  der  (m  —  \)r  identischen  Gleichungen: 

gleichfalls  zu  einer  der  Zahl  (m  +  !);■  entsprechenden  orthogonalen  Substitution  (O'r^i) 
und  setzt  dann  die  beiden  Substitutionen  {O'rl^r^ ,  (O'^Tfi)  zusammen,  so  entsteht  eine 
neue  orthogonale  Substitution,  welche  mit  der  Substitution  {Ot^i^i)  identisch  ist. 
Damit  ist  bewiesen,  dass  man  von  der  einem  beliebigen  Werthe  von  m  entsprechenden 
Substitution  (0^„)  zu  der  dem  Werthe  m  +  1  entsprechenden  Substitution  {0,i^[+i) 
aufsteigen  kann,  indem  man  die  erstere  in  passender  Weise  mit  einer  Substitution  (Ors) 
zusammensetzt. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergibt  sich  nun  ohne  Mühe  das  Endresultat,  dass  jede 
Substitution  {otn) ,  *>'  =  3,  4,  .  .  .  durch  Zusammensetzung  von  m  —  1  passend  ge- 
wählten Substitutionen  (OÄ),  jede  Substitution  (On,),  m  =  2,3,4,  ...  durch  Zusammen- 
setzung von  m  —  1  passend  gewählten  Substitutionen  (0%)  und  einer  einzigen  Sub- 
stitution (OTi),  jedesmal  unter  Hinzunahme  identischer  Substitutionen  erhalten  werden 
kann;  ein  Resultat,  das  auch  durch  die  Betrachtung  der  den  genannten  Substitutionen 
entsprechenden    identischen    Gleichungen  (J,-,,,)    hätte    erhalten    werden  können. 


Siebenter  Abschnitt. 

Anfstellnng  der  Thetaformeln,  welche  den  im  vorigen  Abscbnifte  gewonnenen 
ortliogonalen  Substitutionen  entsprechen. 


1. 

Anknüpfend  au  die  Untersuchungen  des  vorigen  Abschnitts  kann  man  das 
folgende  Resultat  aussprechen. 

Sind  c<P"',  Q,  6  =  1,  2,  .  .  . ,  n,  die  n^  Coefficienten  eines  orthogonalen  Glei- 
chungensystems, so  geht  die  Form: 


„=i  .11 '=1 
durch  die  Substitution : 


A  =  y  "za,,'  (xi^jv  +  ^a^}  +  ■■■  +  xir'xjr-o 


(S) 


,-^(f)  =  c'^'Vi''  +  c''" !/,«'  +  •  •  •  +  c'""  y'"\ 


(ß,) 


über  in  die  Form: 


11=  1,  2,  ...,  p, 


,,=1  .„■=1 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Grössen  «y,,,'  den  für  Parameter  von  Theta- 
functionen  bestehenden  Bedingungen  genügen,  soll  jetzt  diejenige  Thetaformel,  welche 
der  tFberführung  der  Form  A  in  die  Form  B  durch  die  Substitution  (S)  entspricht, 
aus  der  in  Art.  1  des  dritten  Abschnitts  aufgestellten  Fuudamentalformel  (0)  abgeleitet 
werden. 

Zu  dem  Ende  hat  man  die  in  der  Formel  (@)  vorkommenden  Grössen  d^^^ ,..., 

aC"',,  t<*) ¥"'>,  (u,  u'=  1,  2 n)  in  die  Coefficienten  der  soeben  aufgestellten 

Formen  A.  B   und  zugleich    die   der  Formel  (®)   zu  Grunde    liegende   allgemeine   Sub- 
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stitution  (S)   in    die    hier    vorliegende    specielle  Substitution  (S)   übergeben    zu    lassen. 
Man  erhält  dann  die  gewünschte  Thetaformel*)  in  der  Gestalt: 


(0) 


(r"s)^' !>((«<"))  Ö'((«(2)))...^((m(«))) 


.. .,/— 1 

^(1)- 

'tl 

"«("'' 

2» 

p(i) 

L  r  _ 

((f'i'))  * 

¥n- 

.?t 

_  r   _ 

Die  in  dieser  Formel  vorkommenden  Tbetafunctionen  besitzen  alle  die  nämlichen 
Parameter  «„,,',  und  es  sind  dieselben  daher  nicht  mehr  in  die  Bezeichnung  auf- 
genommen; die  Grössen  u,  v  sind  mit  einander  verknüpft  durch  die  beiden  Gleichungen- 
systeme: 


„('0  =  c'i"'  wjf '  -f  c<-'"  «If  +  •  •  •  +  c'""'  Mir» ,  r  M<:"  =  cC'i)  jx(i'  -f  c(«ä'  rjf  -f  •  •  ■  +  c<""'  z>',f ' , 

fi  =  1,  '2,  .  .  .  ,  p  ; 

es    ist   weiter    die   auf   der   rechten   Seite   angedeutete   Summation   in    der  Weise    aus- 
zuführen, dass  man  nach  jedem  der  2np  in  den  linearen  Formen: 

5(1)  _  c<'i'  «W  +  6-(")  «<;)  -f  •  •  •  +  c'"!)  «W  ,  ~^f  =  c<^i)  ßW  +  c'-i'  ^if >  +  .  .  .  +  c<"')  /3<;"  , 


5(f )  =  c'»2>  «'„''  +  c(-2>  «<:'  +  •  •  ■  -f  c'"-'  «W  , 


«(2)  _  J12)  fl(l) 


;, '  +  c  "'^  ßl;'  -f  •  • 


ft  =  1 ,  2 ,  .  .  .  ,  ^) , 

vorkommenden  cc,  ß  von  0  bis  r  —  1  summirt;  es  bezeichnet  endlich  s  die  Anzahl  der 
Normallösungen  des  Cougruenzensystems: 

^(u,^(i)  ^  ^(21,  ^(.,  +  .  .  .  ^  ,(«i)^('0  ^  0     (mod.  r) , 
^(13,  ^(.,  _^  ^(22,^(2)  +  .  .  .  _^  ,("2.^W  ==  0     (mod.  r) , 


^u,o^.(^)  +  ^">^,  +  •  •  •  -f  c'^'^a;'"'  =  0     (mod.  r). 

Aus  der  gewomieuen  Formel  (0)  erhält  man  durch  passende  Änderung  der  in 
ihr  vorkommenden  Variablen  n,  v  die  allgemeinere: 


pag.  234). 


*)  Prym,  AbleituDg  einer  allgemeinen  Thetaformel.     Formel  (0)  (Acta  mathematica,  Bd.  3, 
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(00 


{r"sy& 


=2- 


■•/'"+.^' 


J(l) ,  -(l) 

d     -\-a 


ä("  +  x" 


(("'")) 


ß'"+F 


»("'))  e-^ 


(")1\fi-'" 


wobei: 


In  dieser  Formel  bezeichnen  x'*',  A'"',  pW,  e'"' /'     '■^'••••"\  4««  beliebige  reelle  Grössen, 

y^*^'»  djj''r  "^'^'■'■'''^  irgend  Inj)  ganze  Zahlen;  unter  xj'',  Ä„' ("^^  *'*'■■'")  sind  Grössen 

verstanden,  die  sich  aus  den  x,  X  in  derselben  Weise  zusammensetzen,  wie  die  Grössen 
ä,  /3  aus  den  a,  |3;  die  Grössen  p,  ö  sind  definirt  durch  die  Gleichungen: 


^r'>)_  ^(«i)„(i)  I  ^("ü)  '2)_ 


J»n)  „(-)  '(n)  _     1^1)  „(1)      ,     ,(;.2)  „(2) 


la  =  1,  2,  .  .  .,  p, 

und  unter  p     ,  ^'      L=i'2        '«)   endlich   sind  Grössen   verstanden,   die   sich   aus   den 
y,  d  in  derselben  Weise  zusammensetzen  wie  die  p,  ö  aus  den  p,  ff. 


Aus  den  im  vorigen  Artikel  aufgestellten,  dem  allgemeinen  orthogonalen 
Systeme  (0)  entsprechenden  Formeln  (0),  (©')  können  jetzt  die  den  speciellen  ortho- 
gonalen Systemen  {OTi) ,  (0„„) ,  (OT^,,) ,  m  =  2,  3,  4,  .  .  .  entsprechenden  Thetaformeln 
abgeleitet  werden. 

Lässt  man  aber  zunächst  die  Coefficienten  c  des  Systems  (0)  in  die  Coeffi- 
cienten  des  Systems  {07i)  übergehen,  so  geht  aus  der  Substitution  (S)  eine  Substitution 
hervor,  welche  mau  auch  aus  der  in  Art.  1  des  fünften  Abschnitts  aufgestellten  Sub- 
stitution (S)  erhalten  kann,  wenn  man  darin  jl*)  ^  g'*)  =  •  •  •  ^  gW  =  1  setzt.  Die 
dem    Systeme    (0~)    entsprechende    Thetaformel  (0')    ist   daher    keine    andere    als    die 

EnAzEn  und  Prtm,  Thetafunctionen.  7 
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Formel  (0')   des  Art.  3  des   fünften   Abschnitts.     Führt   man    darin    an  Stelle  der  will- 
kürlichen Variablen  u  neue  Variablen  tv,  t  ein,  indem  man  für  ^i  ^=  1,  2,  .  .  .,  p: 


u\u  +  «,  ,     «Jf '  =  «V  +  ^' 


t;;-^  =  tv,  +  e' 


setzt,  wobei  w„  eine  willkürlich  veränderliche  Grösse,  tll\  tf\  ...,  i{,    aber  Veränder- 
liche bezeichnen,  welche  der  Bedingung: 

t^'  +  ^1:'  +  ■  •  •  +  ^'  =  0 

genügen,  so  nimmt  dieselbe  die  Gestalt: 


(,v,)  {^±s^^y 


^[t  +  "*"]  (''  +  ^"' 


=2 

[7] 


2(f-f«) 


^W    lio  _  ^(1))) 


*['-^±^-'c^((t''-''^')) 


Xe 


an,    wobei    die  rechts   angedeutete  Summation  so   auszuführen  ist,   dass  I  — J  die  Reihe 
der  r^p  zur  Zahl  r  gehörigen  Normalcharakteristiken  durchläuft. 

Ist  r  eine  ungerade  Zahl,  r  =  2/ —  1,  so  kann  man  die  Formel  (@'J^)  in  die 
Gestalt: 


{&'7x) 


t  4-  2S 


v.^^niw~p)\ 


-y    ^[^r'-^-'*'^']«*^'-^'^')) 


[7] 


_  2nJ_ '  y_     . 


2J{'u'/u-^'.,',u) 


ist  dagegen  r  eine  gerade  Zahl,  r  =  2r',  in  die  Gestalt: 


öl 


(0';7) 


•^ 


t  +  x 


L    r 


'](( 


/t-— /"iii 


^p-t^-^Hc«'- 


_^i  2f(,,  +  .„,- 


bringen,  uud  es  ist  im  ersten  Falle  die  >Summation  in  der  Weise  auszuführen,  dass    — 
die  Reihe  der  r^P  zur  Zahl  r  gehörigen  Normalcharakteristiken,   im    zweiten  Falle  so, 
dass  l^—J  die  Reihe  der  r"^P  zur  Zahl  r    gehörigen  Normalcharakteristiken   durchläuft. 
In  einer   jeden    der    drei   vorstehenden   Formeln    sind    unter  ij„,  r]',,  (fi  =  1,  2,  .  .  .,  p) 

irgend  welche   ganze  Zahlen,   unter  h''^,  jc'C) /''=*'^ '']  irgend   welche   reelle  Grössen 

.«       :"    \/,=i,2,...,pI 

zu  verstehen,  während  die  Grössen  ä„  ,  xj,  (_u  =  1,  2,  . .  . ,  p)  durch  die  Gleichungen: 

x,_  =  ;<(')  +  x(f)  -\ f-  x';-' ,         j<;_  =  x'W  +  x;(ä)  H f-  ;«;('•) 

definirt  sind.  Bei  den  Charakteristiken  der  Thetafunctionen  ist,  wie  von  jetzt  an 
durchweg,  die  in  Art.  4  des  ersten  Abschnitts  besprochene  kürzere  Schreibweise  an- 
gewandt. 

3. 

Lässt  man  weiter  das  der  Substitution  (S)  des  Art.  1  zu  Grunde  liegende  all- 
gemeine orthogonale  System  (0)  in  das  in  Art.  4  des  sechsten  Abschnitts  aufgestellte 
System  (Or,,,)  übergehen,  so  geht  aus  der  Formel  (0)  die  diesem  Systeme  entsprechende 
ThetaFormel  {&rm)  hervor.  Mau  erhält  dieselbe  dadurch  bei  passender  Wahl  der  Be- 
zeichnung in  der  Gestalt: 

d-iwW  +  i(ll)))  ^((«f(ä)  +  ^21)))  .  .  .  ^((M,(m)  +  ;(ml)|| 


N" 


(&r„.) 


-2 

[7] 


^((tcd)  _j_  i(lr)|  ^((^4,(2)  +  ^(2.)))  .  .  .  ^((j<;(m)  ^  ^(mr)))) 

r,(i)_.(8n  rt<2'  — f(ä)-i  r.("')_nf(in  1 

*L    -;r^J  ((«'<"+  <''''))»!_       ,.       J  ft«'«^'  +<<"'))•-  »\- jr^J ((»•<'"' +P<'"'« 


wobei  zur  Abkürzuncf: 


r+l 


1  +  f 


N 


N" 


(&'r,n) 


gesetzt  ist.  In  dieser  Formel  bezeichnen  die  tv  unabhängige  Veränderliche,  die  t  da- 
gegen Veränderliche,  welche  den  Bedingungen: 

genügen,  und  es  ist  die  auf  der  rechten  Seite  angedeutete  Summation  in  der  Weise 
auszuführen,  dass  jede  der  m  Charakteristiken  -7"  L  '  • '  >  -y~  unabhängig  von  den 
übrigen  die  Reihe  der  r-''  zur  Zahl  r  gehörigen  Normalcharakteristiken  durchläuft. 

Aus   der  gewonnenen  Formel  (0r,n)   erhält  man  weiter   durch  passende  Ände- 
rung der  in  ihr  vorkommenden  Variablen  w,  t  die  allgemeinere  : 

— "S"  ff  ,w  -  ^ ,/»))  „ ,/('«)+  c  ,;(2)_ ,/!)) ,'(!)+ . . .  +( ,,('»)_ ,;(—!))  ,/(«-i)1 
X  e        '' 

X  e         ''"^ 

^"i  ''^^'r/'s(l)-t(2nf'C2)-|-C.(2)-.(3)\,'(8)  +  ...^./,(«0_„,(in„j'(l)1 

'•    ,,^j  Lw'       ^'  /  M      V  M       ^^  )  ^'  W'       ■  ^'  /  ^1  J 

Xe       '  , 

bei  der  ijW,  i^'W  T  ^J' ^2 '"' ")  irgend  2w»2)  ganze  Zahlen,  x^"!',  .  .  .,  xj^""'*,  J«^|''",  ..-, 
j^'(.r)  d^^j' 2  "■' ""J  2»jrp  beliebige  reelle  Grössen  bezeichnen,  während  die  Grössen 
x(")    x*'^  ("^"V  .1' '    ' '")  durch  die  Gleichungen: 

definirt  sind. 


-2 


X  e 


X  e 

u—/> 


»3 


In  Art.  5  des  seelisten  Abschnitts  ist  gezeigt  worden,  dass  man  alle  Sub- 
stitutionen (0,m)  aus  passend  gewählten  Substitutionen  von  der  (Jestalt  (O^),  {0%) 
unter  Hinzunahme  identischer  Substitutionen  zusammensetzen  kann.  Verbindet  man 
dieses  Resultat  mit  dem  in  Art.  3  des  dritten  Abschnitts  gewonnenen,  so  erscheinen 
die  den  Systemen  {07i) ,  {0%)  entsprechenden  Formeln  {&n) ,  {&^)  als  die  Grund- 
lagen für  das  ganze  System  der  Thetaformeln  (@,„,),  in  dem  Sinne,  dass  aus  Formeln 
dieser  Art  durch  rationale  Verbindung  die  sämmtlichen  Formeln  i&^„i},  {&7?,X  »«  =  2,3,4,... 
erhalten  werden  können. 

Die  Formel  {&n)  ist  schon  in  Art.  2  aufgestellt  worden;  die  Formel  i&^) 
soll  jetzt  in  der  einfachsten  Gestalt  aufgestellt  werden.  Zu  dem  Ende  setze  man  in 
der  Formel  (&'rm)  m  =  2,  q  ^ -\-  1;  man  erhält  dann,  wenn  man  noch  die  Bezeich- 
nung in  passender  Weise  einrichtet  und  einige  leicht  ersichtliche  Vereinfachungen 
vornimmt,  die  gewünschte  Formel  in  der  Gestalt: 

f*f|  +  jt('i)]((tü('>  +  <(")))  »['l  +  jc(-'')]((m;(2)  -f  <(")))  ■ 


Kt) 


— r  ^  Vf 


-2 

[7] 


2  "^  ''f. 


2rti   — 1 

Xe      "=•  ■       . 

Dabei  bezeichnen  die  2^j  Buchstaben- ?r  unabhängige  Veränderliche,  die  t  dagegen  Ver- 
änderliche, welche  den  Bedingungen: 

4") + f^'^') + . . . + t<^r)  _  0,     e' + e' + . . .  +  c  =  0      0.=!.« .) 

genügen;  ??^,  ?j^  (ft  =  1,  2,  .  . . ,  p)  bezeichnen  irgend  2j;  ganze  Zahlen,  x<_'",  xj;*', 

;j(vr)     ;('(n)    x'(vs)  >r)  /*  =  !.«  \  4,.^  beliebige  reelle  Grössen,  aus  denen  sich 

die  X,  Jt'  zusammensetzen  gemäss  den  Gleichungen: 
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''  ''  ''  ''  '"  '  (,u  =  l,2,...,p) 

die  Suiumatiou  endlich  ist  in  der  Weise  auszuführen,   dass  die  Charakteristik  [^— J  die 
Reihe  der  r'^p  zur  Zahl  r  gehörigen  Normalcharakteristiken  durchläuft. 

Mit  Rücksicht  auf  die  hier  aufgestellte  Formel  (@rt)  kann  man  endlich  noch 
bemerken,  dass  sie  nicht  wesentlich  verschieden  ist  von  jener  Formel,  welche  aus  der 
in  Art.  2  aufgestellten  Formel  i&n)  hervorgeht,  wenn  man  darin  /  durch  r  oder,  was 

r=2r' 

dasselbe,  r  in  neuer  Bezeichnung  durch  2r  ersetzt. 


Achter  Abschnitt. 
Einige  Anwendnnseii  der  im  voi'is:en  Abschnitte  aufgestellten  Tiietal'ornieln. 


1. 

Um  die  Bedeutung  der  im  vorigen  Abschnitte  aufgestellten  Thetaformeln  zu 
zeigen,  sollen  jetzt  von  den  zahlreichen  Anwendungen,  welche  sie  gestatten,  einige  be- 
sonders wichtige  mitgetheilt  werden. 

Man  verstehe  unter  Vf^,(i=l,2,  ...,p,  unabhängige  Veränderliche,  unter 
c^,  jn  =  1,  2,  ...,p,  willkürlich  wählbare  Constanten,  unter  a''-*,  IZ/ä'  «'"j  ^^®'- 
Constanten,  welche  den  p  Bedingungen: 

genügen,    und  führe   in  die  Formel  {@rm) ,   nachdem  man  darin  p  ^^  -f"  1  gesetzt  hat, 
diese  Grössen  v,  c,  a  an  Stelle  der  Grössen  tv,  t  ein,  indem  mau  für  'JZ  ,\/","_p : 
rwt-)  =  v^  +  rs^^l  +  (r  —  2)c^  , 
,-^(•1)  =  ,-<('2)  =  .  .  .  =  j-^f-'-^'  =  —  z;    —  rs^'-''''  +  2c  , 
rt{vr-i)  =  _y^.^  ,.(,.  _  i)s{v-i)_(,._  2)c, ,      >•*';■'•'  =  (r—  l)v,  —  rs«;-')  —{r—  2)c^ 
setzt,  wobei: 

ist.     Aus  der  Formel  {&rm)  geht  dann  die  Formel: 

|#'-2((   c    +  a")))  *'-^([    c    +a<ä)))...^'-2((      c      +a'"'>))| 
r("-fi)p      ^  |,.^(0)  ^  a(i)|     ^  ((,-5(1)  +  o(s)|    _  .     ^   ((,-s("-»  4-  rtC»)) 


(F) 


=2 


^^f[(i''-f)'?+('<f'--i?0';i''+-+(r-'j-'*)-;i*'] 
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(,-,  =  1,2,...,?) 


hervor,  vermittelst  welcher  jedes  Thetaproduct  von  der  Form: 
bei  dem  die  Goustanten  a  den  p  Bedingungen: 

genügen,    durch  die  r^''   zur  Zahl  r  gehörigen  Normalfunctiouen  ■9'[-J((«))  ausgedrückt 
werden  kann. 

In  der  gewonnenen  Formel  (F)  sollen  weiter  für  die  Constanten  c,  a  m'^  Theile 
der  Periodicitätsmodulen  eingeführt  werden.  Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  x,, ,  x',, , 
«'"',  a'W  ('JZ,"' 2  ^'  "'")   ganze  Zahlen,  welche  den   2p  Bedingungen: 

«(1)  _1_  „C^)  J L.„Cm)  =  0,  «■("  +  a'^'  H |-«'('»>  =  ü        (/<  =  1,2,....P) 


genügen,  und  setze  für 


''■- -vT '''  +  \,E,^  ""'"•'' 


«(•■) 


*M  '  .  IM.  1^    ' 


y(m+I);.  . 


K  +  «('") 


Unter  Anwendung    der   Hülfsformel  (Ä)   pag.  7   geht  dann,    wenn   man   noch   zur  Ab 
kurzuug  für  ^,_j_2 ^     : 

setzt,  aus  der  Formel  (F)  die  Formel: 

i-^r"]«"))  *'-{^']((o))  . 
« f^'^t^'].««))- 

rata)-] 

rf(ä)_f(3)   „-1 

L       »•  nt  J 

r,(2)_.(3)-i 


(!.'■) 


■2 


-]((0)) 

|_       r  m 


>■    _,^j  Lv  I«       /<  /  ."       \  f       t'  !  ."  W'        /«  >>  ,"  j 

if^  '''s'  r „(1)  C  t'(l)  _  ,'(2)^  +  o  (2)  C  ,■{2)  _  j'(3)\  +  .  .  .    ,  „(m)  /  j'(m)  _  .'(DnI 


Xe 


hervor,  vermittelst  welcher  das  Product: 
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4"r]w^K']w---^Kr]«^')) 


^voii    zur   Zahl   m    (gehörigen   Thetafunctionen    durch    die    zu    einer   behebig    gewählten 
Zahl  r  gehörigen  Thetafunctionen  ausgedrückt  werden  kann. 
Setzt  man  für  ^  =  1,  2,  .  .  .,  i^: 

ad)  =  «(2)  =  .  .  .  =  «(m-i)  =  et   ,         «■(>)  =  a'(2)  =  .  .  .  =  «■("-!)  =  a  , 

.11  /i  fi  f<'  ,u  n  n  n> 

a(|")  =  (1  —  m)  «„ ,  «'<'"'  =  (1  —  »O'* , ) 

so    geht    das     genannte    Thetaproduct,     von    einer    Exponentialgrösse    abgesehen,    in 

2. 

Es  soll  endlich  gezeigt  werden,  dass  die  zu  irgend  einer  Zahl  r  gehörigen 
Thetaquotieuten  Additioustheoreme  von  der  Beschaffenheit  besitzen,  dass  die  dem 
Argumentensysteme  (w  +  0  entsprechenden  Werthe  dieser  Quotienten  sich  rational 
durch  die  den  Argumentensystemen  (iv)  und  (t)  entsprechenden  Werthe  ausdrücken 
lassen,  und  dass  dabei  als  Constanten,  von  >""'  Einheitswurzeln  abgesehen,  nur  die 
den  Argumentensystemen  (0)  entsprechenden  Werthe  dieser  Quotienten  auftreten. 

Um  diese  Additionstheoreme  zu  erhalten,  setze  man  in  der  Formel  (0'rä) 
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M,(l)  =  „    ,       i(l')  =  V    ,       i<'-'>  =  —  V,       i(")  =  ^(14)  =  .  .  .  =  Ulr)  ==  0  , 

fl  f,  >  ft  fi  '  fl  ft  '  /<  u  fi  ' 

ij/<  =  o,    n'f'  =  ^, 

ferner  ein  Mal: 

„(11)  „(ir)  „(21)  „(är) 

„■(11)  „'(ID  „'(äl)  '(2r) 

indem  man  unter  den  «,  a    ganze  Zahlen  versteht,  welche  den  2p  Bedingungen: 

ß(ll)    + 1_   «(ir)    _1-   „(21)    J L.   «  2r)  =  Q  , 

(u  =  l,2....,p) 
«■(U)  J 1-   «'(ir)  _(_  «'(21)  -J U   «•(-''■)  =  0 


genügen,  ein  ander  Mal: 

ß(ii) 

ßdr) 

fl(Sl)  «(ä--) 

:21)  =lJi_  ...       xl^ir)  =  !>_ 

u                    )•     '  '       /i                   r     ' 

g(U)                                         »'(ir)                              g(21)  g(2r) 

,  indem    man    unter    den   ß,  /3'   gleichfalls    ganze   Zahlen  versteht,    welche   den   2p   Be- 
dingungen : 

Krazer  und  PnYM.  Thetafunctionen  ö 


-     58     — 


ß'^i»  +  •  ■  •  +  ß';j'  +  /^i;"  +  •  •  •  +  /3<r'  =  0 , 
i3T+  ■  •  ■  +  ß':r + i^r  +  ■■■  +  ßT'=^ 

genügen,  und  setze  noch  voraus,  dass  für  fi  =  1,  2,  .  .  .,  j): 

ß(12)  =  ßHi) 

sei.  Dividirt  man  dann  die  beiden  auf  die  angegebene  Weise  aus  {@'%)  hervorgehen- 
den Formeln  durcheinander,  so  erhält  man  das  gewünschte  Additionstheorem  der  zur 
Zahl  r  gehörigen  Thetaquotienten  in  der  allgemeinsten  Gestalt: 

»[Ci-](,o5...  *[e]((o))  ■  4e]((,.)).-.  »[q«,.))  ■  »[q((„+„, 


[■;] 


»[■---^1(..k['-^"]((0)) 


■i'I. 


,4^"-]<"»4^] 


Durch  passende  Wahl  der  Zahlen  a,  ß  kann  die  erhaltene  Gleichung  auf  verschiedene 
Weisen  in  eine  einfachere  Form  gebracht  werden. 


Zweiter  Theil. 

Theorie  der  Transformation 

der 

Tlietafnnctionen. 


Erster  Abschnitt. 
EiiileituHJi;  in  die  Transforiiiatioiistlieorie. 


Gegeben    sei    eine  Function   ^[^]  ((<«))«    definirt    durch    eine  p-hch    unendliche 
Reihe  vermittelst  der  Gleichung: 

die  Parameter  ß^,^'  =  rt^.'^,  sollen  dabei  nur  der  für  die  absolute  Convergenz  der  Reihe 
nothwendigen    und    hinreichenden  Bedingung,    dass    für    reelle  x  der   reelle   Theil   von 
£  2Ja/tf,'Xf,X/i'   eine    negative  Form   ist,  unterworfen  sein;   die  Buchstaben  «, ,  .  .  .,  Up 
f  m' 
sollen  ferner  unabhängige  complexe  Veränderliche,  die  Buchstaben  </,,  ...,gp,  lti,...,hp 

beliebige    reelle   Constanten    bezeichnen.     Die    so    definirte   Function  ■9'l  iJj((M))a    genügt 
dann  den  Gleichungen: 

»  ß]  («1 1  •  •  ■ ;  «V  +  ^ir--\  ^h)a  =  *  ß](«:  I  ■  •  • ,  ".• ,  ■  •  •  1  «.Oae^^"«'-, 

^ß]  («,  +  «IV  I  •  •  •  ^  u,  +  a,„)a  =  ^ß]  («.  !  ■  •  •  I  M^)„e-^«.-"v.-2/...«.- 

und    es    sollen    die    in    diesen   Formeln    auftretenden   2p  Systeme    gleichzeitiger  Ände- 
rungen der  Variablen  »tj  |  tfg  |  .  .  .  |  «p : 

ÄJ  1  0  I  ...  I  0,  (^n  \  'hl  \  ■  ■  ■  \  <^pi  > 

0    I  WJ  I    ...     I    0,  »12    I  ö'22    !     •     •    •        «Pä» 


0=1,2, 


0  I  0  I  .  .  .  i  Ä  j ,  aip  \  üijj    .  .  .    Opp 

die  Periodensysteme  der  Function  ■9' ["1  ((»))„  genannt  werden.  Versteht  niaii  «eiit-r 
unter  x^,  ...,  Xp,  X^ ,  ...,  A,,  beliebige  reelle  Grössen,  so  soll  jedes  System  von 
p  Grössen  von  der  Form: 
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x^Tti  -\-    2J  Aj.ßij  I  x.,7ci  -{-    E  l^U'i^  I  .  .  .    Kpni  -f-    2,'  A„ay,p 
j=i  "  41=1  '  0=1 

ein  System  gleichzeitiger  Änderungen  der  Variableu  u  genannt  werden.  Mau  bilde 
uun  mit  Hülfe  von  Ap^  rationalen  Zahlen  a,,,. ,  b/,i ,  ißv,  b,,,'  (f*,  v  =  1,  2,  . .  .,  p)  die 
2jB  Systeme  correspondirender  Änderungen  der  Variablen  m: 

A^y    Ai  :  .  .  .  I  ^^1,  i'u  !  -B^i  i  .  .  .  I  Bpi, 


Alp  I  ^l-j/j  ^   .   .   .    I  -App,  -liip  I  J>ap  ,    •   ■   •    1  J^pp  ! 

wobei  für  [i,  v  =  l,  2,  .  .  .,  p: 

A,,r  =  a,..<, jri  +  H  hr, jüf,^,  Bf,,.  =  i,',u^i  +  ^  bp-ja^,,, 

ist,  und  stelle  sich  die  Frage,  ob  es  immer  oder  nur  uuter  gewissen  Voraussetzungen 
über  die  rationalen  Zahlen  a,  h,  c,  b  möglich  ist,  die  Variablen  Mj  |  Mj  j  . . .  |  «^  mit  p 
neuen  Variablen  Vi  \  v^  \  .  ■  •  \  Vp  durch  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwinden- 
der Determinante  derart  zu  verknüpfen,  dass  den  2p  Systemen  Ä,  B  von  Änderungen 
der  Variablen  u  2p  Systeme  von  Änderungen  der  Variablen  v  entsprechen,  welche 
als  die  2p  Periodensysteme  einer  Function  9-  r  ([v}/,  augesehen,  also  durch  passende 
Wahl  ihrer  Reihenfolge  in  die  Form: 

Tti  \  0  \  .  .  .  \  0 ,  &,,  I  &21  I  .  .  .  !  &pi, 

0  \  }ti\  .  .  .  \  0 ,  b^2  \h2  \  ■  •  ■  Ih'ij 


0  I  0  i  .  .  .  I  jEi,  hi/,  j  h-2p  \  .  .  .     hpp 

gebracht    werden   können,    wobei   allgemein   hu'  =  bi'i   ist,  und   für  reelle  x  der  reelle 

Theil  von  £ I]bf,/,'X/,Xf,'  eine  negative  Form  ist. 
/i  /i' 

Die    zwischen  den  u  und   v  aufzustellenden    linearen   Gleichungen    sind    schon 

vollständig  bestimmt,   sobald  man  nur  den  ersten  p  Systemen   des  ersten,  die  Grössen 

A,  B  enthaltenden  Schemas  die  ersten  2^  <ies  zweiten,  die  Grössen  Tti,  h   enthaltenden 

Schemas  als  entsprechende  zugeordnet  hat,  und  zwar  können  dieselben  nur  die  Form: 

ni  «1  =  Ai^t\  +  A^.,r\,  +  •  ■  •  +  AipVp, 
Tci  »(2  =  yl.iVi  +  A.,,v..  +  ■  ■  •  +  A^pVp, 


ni  iip  ==  Apii\  +  Ap^v.,  +  ■  •  •  +  AppVp 


besitzen.  Die  aus  den  j)^  Grössen  A  gebildete  Determinante  ^a  =  ^  ^  A^iA.^.^.- .Äpp 
muss  dabei  entsprechend  der  vorher  gestellten  Bedingung  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  haben.  Diese  Bedingung  soll  zunächst  als  erfüllt  vorausgesetzt  werden;  es 
lassen  sich  dann  auch  umgekehrt  die  v  linear  durch  die  11  ausdrücken  in  der  Form: 
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i\  =  yl,,  i(,  +  A,^  V.,  +  ■  ■  •+  -1^1  «7'. 
V,  =  yl,,,  u,  +  yl.,,,  H,,  +  •  •  •  +  yl„2  !<,, , 


^\  Vj,  =  Aipti^  +  AipU.,  +  •  •  •  + 


yin  7,  •';, 


wobei  Äf,y  die  Adjuiute  vou  yl^, ,  in  der  Determinante  zIa  bezeichnet.  Mit  Hülfe  dieser 
Gleicluiugen  ergeben  sich  jetzt  für  die  den  Änderungen  B  der  Variablen  n  entsprechen- 
den Änderungen  h  der  Variablen  v  die  Ausdrücke: 


2;  A(,pBi,,.,   (>•=>,« /') 


bu.  =  7'  ^"  Ai  2^0, ,        fc-.,.  =  7'  '^T^p,  Bj.. ,  .  .  . ,     /Vv  = 

und  es    ist   zu    untersuchen,    ob    diese  Grössen  /;  den    vorher   für   sie    aufgestellten    Be- 
dingungen genügen. 

Diese  Bedingungen  verlangen  zunächst,  dass  für  jedes  £  und  f'  von  1  bis  p 
bes'  =  bf-f  sei.  Mau  beweist  leicht,  dass  die  ll^{}>  —  l)  Gleichungen  &„-  =  h,;  durch 
die  ^p{p —  1)  Gleichungen: 


2:  {A,..B,-.-Af.'.B^,)  =  0 


(i;m'  =  i.  ■■!■ 


ersetzt  werden  können,  und  weiter,  dass  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  das  Bestehen  dieser  letzteren  die  ist,  dass  zwischen  den  rationalen  Zahlen  a„y, 
ifiv,  C.„,  ti» ,    die  p{2p —  1)  Relationen: 


£  (a,f.c,,r  -  a,u'U,,)  =  0,        2J  (6.,„b,„.  -  b.„'b,„) 


i%) 


^  {aef,i,u'  —  i%;.b,„') 


t,  wenn  }i  ^  (i, 
0,  wenn  ji'  ^  ju. , 


bestehen,  in  denen  t  eine  zunächst  nicht  näher  bestiiu.mbare  rationale  Zahl  bezeichnet. 

2. 

Genügen  4p'  Grössen  a,,,.,  b« i,  c,,v,  ifir  (ft,  v  =  1,  2, ...,  jj)  deu  Relationen  CJ,), 
so  besitzt  das  Quadrat  der  aus  ihnen  gebildeten  Determinante: 

1  .  .  .  üip   I),,   ...  bip 


Z»  = 


(Ipp     b,,!    •    •    ■    Kr 
Cip    b||    .   .  .  Otp 


0,1      .      .      .      IV;,        b;,l         .      .      .      t>,,y 

stets  den  Werth  t^'',  und  es  besteht  datier  für  den  W^erth  (/  der   Dctcimiuante  J)  sellj.sl 
die  Gleichung: 
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wobei  (o  eine  zweite  Einlieitswurzel  bezeichnet *);  es  bestehen  ferner  zwischen  den 
Elementen  fl,,,.,  b«.,  C,,t,  b^r  der  Determinante  D  und  ihren  Adjuncten  a,„ ,  b^, ,  C<„ ,  b^,. 
die  Beziehungen: 


c,,,,  =  -t,w''-'b„,,, 


Kr 


.r-'a,,. 


Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  bekannten  Gleichungen,  welche  zwischen 
den  Elementen  einer  Determinante  und  ihren  Adjuncten  bestehen,  an  Stelle  der  letzteren 
ein,  so  erhält  man  die  Relationen: 


(2:.) 


£=,1  ^  '^    '^  /     f   /        0,  wenn  /x  ^  ft. 


(//,/,'=!,  2,  ...,  p) 


Diese  Relationen  (X.^)  sind  eine  Folge  der  Relationen  (jTj),  da  zu  ihrer  Ableitung  nur 
die  Existenz  dieser  letzteren  vorausgesetzt  wurde.  Man  kann  aber  auch  rückwärts  von 
den  Relationen  (^^j)  aus  wieder  zu  den  Relationen  (%i)  gelangen,  und  es  ist  daher 
einerlei,  ob  man  den  Ap^  Grössen  a,  b,  C,  b  von  Anfang  an  die  Bedingungen  (jEj)  oder 
die  Bedingungen  (Xj)  auferlegt. 


3. 

Erfüllen  die  Ajf  rationalen  Zahlen  a,  b,  C,  b  die  Gleichungen  {%^)  oder  die 
damit  äquivalenten  Gleichungen  (Sa),  was  von  jetzt  an  immer  vorausgesetzt  werden 
soll,  so  hat  nicht  nur  die  Determinante  z/j  der  Grössen  A  stets  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth,  sondern  es  ist  auch,  wenn  nur  die  vorher  mit  t  bezeichnete  Grösse, 
was  daher  von  jetzt  an  auch  noch  vorausgesetzt  werden  soll,  positiv  ist,  bei  reellen  x 

der  reelle  Theil  von  Zi:bf,f,'Xf,Xf,'  immer  eine  negative  Form**). 
/'  /'' 
Mit  Hülfe  des  ersten  Resultates  lässt  sich  nun  aber  auch  zeigen,  dass  die  im 
vorigen  Artikel  eingeführte,  mit  m  bezeichnete  zweite  Einheitswurzel  stets  den  Werth 
4"  1  besitzt.     Zu  dem  Ende  bilde  man  das  Product  der  beiden  Determinanten: 

i  .  .  .   0     —  b,i  •  •  •  —  b;.i         «u   •  •  •  iii,.    b,i   .  .  ■  iip 


0 


IV, 


ül  p    .       .      .      üj,),  Ctlju 


Cl,, 


a,.,  .  .  .  aj,j,    b,,i  .  .  .  b;,;, 


iVi 


(pp  by,l       . 


*)  Eä  wird   im  niichsteu  Artikel   bewiesen  werden,    dass   im   vorliegenden  Falle  m  nur  den 
Werth  -|-  1  besitzen  kann. 

**)  Zum  Beweise   dieser  beiden  Sätze  vergl.  Weber,  Über  die   unendlich  vielen  Formen  der 
■9'-Function.     (Journal  für  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  74,  pag.  57.) 
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vou  denen  die  erste,  wie  man  leiclit  sieht,  den  Wertli  z/,,  besitzt,  die  zweite  aber  den 
Werth  at^'  hat,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  man  die  Verticalreihen  der  ersten  mit 
den  liorizontalreihen  der  zweiten  componirt.  Die  dann  entstehende  neue  Determinante 
besitzt,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  den  Werth  J,t  .  t'',  und  es  kann  daher  die  Grösse  oj, 
da  ^A  von  Null  verschieden  ist,  nur  den  Werth  +  1  haben. 


Mau  nehme  nun  an,  dass  gegeben  seien  eine  Function  *R] ([«))„  und  -ip- 
rationale  Zahlen  a„, ,  h,,,.,  c,,,. ,  b„,  (ft,  v  =  1,  2,  .  .  .,  p),  welche  die  Bedingungen  (I,; 
oder  die  damit  äquivalenten  (Xo)  erfüllen.     Man  setze  dann: 

(Ij     Ä„y  =  a,.„:!it  +  2:br,<a„y,  (2)    />'„,.  =  c,„7ci  +  2;b,.,a„x,        0','  =  i,s p) 

y.  =  l  y-l 

bezeichne  die  Determinante  der  p^  Grössen  A  mit  z/^,  die  Adjuncte  von  A^y  in  dieser 
Determinante  mit  J.„,  und  definire  p  neue  Variablen  v  und  ^2^(p  +  1)  neue  Para- 
meter b  implicite  durch  die  Gleichungen : 


(3)     n,^^^£^A,,.v,.,  (4)     B„,= 

oder  auch  esplicite  durch   die  damit  äquivalenten: 

(5)      Vr  =  ~  "i:'Ä.,yU„ ,  (6)      K,  =   , 


^    Aurhn, 


(.-,p=l,2, 


A   .11=1 


Unter  Beachtung  des  vorher  erhaltenen  Resultates,  dass  die  Grössen  b  als  Parameter 
einer  absolut  convergenten  Thetareihe  betrachtet  werden  können,  lässt  sich  dann  als 
Transformationsproblem  für  die  Function  ^  k  J  ((«))„  die  Aufgabe  bezeichnen,  die  F'unction 
■^  U  (("))"  '^^'"'^'^  Functionen  ö-  K,  ([v}/,  auszudrücken,  und  es  gehört  auch  in  das  Bereich 
der  folgenden  Untersuchuugeu,  die  Frage  zu  beantworten,  ob  das  so  gestellte  Problem 
für  jedes  System  von  rationalen  Zahlen  a,  h,  c,  b,  welches  den  obigen  Bedingungen 
genügt,  lösbar  ist. 

Das  gestellte  Problem  ist  vollständig  bestimmt,  sobald  die  4^/-  rationalen 
Zahlen  a,  b,  c,  b  gegeben  sind.  Man  denke  sich  dieselben  zur  Charakterisirung  der 
Transformation  in  ein  quadratisches  Schema  von  der  Form: 


T  = 


Q„    . 

. .  a,,, 

K- 

■  K 

dpi   ■ 

•  ■  (^i'P 

b,. . 

. .  bpp 

Cii    • 

■ .  dp 

ba- 

.K 

C;U     . 

■  ■  ^pp 

bpi  . 

■  ■  bp. 

nd  Pbtu,  ThetafunctioneD. 
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gebracht.  Dieses  System  vou  Ap^  Zahlen  soll  dann  die  Charakteristik  der  Trans- 
formation, die  vier  Räume,  in  denen  die  Grössen  a,  b,  c,  b  beziehlich  stehen,  der  erste, 
zweite,  dritte,  vierte  Quadrant  der  Charakteristik  genannt  werden.  Wenn  kein  Miss- 
verständniss  zu  befürchten  ist,  soll  die  Charakteristik  zur  Abkürzung  mit: 


T 


c,,,. 


bezeichnet  werden.  Die  in  einem  Quadranten  vorkommenden  Zahlen  sollen  die  Elemente 
des  Quadranten  genannt  werden.  Besitzen  alle  ausserhalb  der  Hauptdiagonale  eines 
Quadranten  stehenden  Elemente  den  Werth  Null,  die  in  der  Hauptdiagonale  stehenden 
Elemente  aber  den  nämlichen  Werth  w,  so  soll  dies  dadurch  augedeutet  werden, 
dass  man: 

IV  .  .  .  (} 

0  .  .  .  w 

in  den  betreffenden  Quadranten  setzt;  dabei  ist  der  Fall  tv  =  0  nicht  ausgeschlossen, 
in  diesem  Falle  soll  jedoch  auch  die  kürzere  Bezeichnungsweise,  dass  man  in  die  Mitte 
des  Quadranten  eine  Null  setzt,  erlaubt  sein.  Endlich  soll  es  noch  gestattet  sein,  die 
zu  der  Charakteristik  T  gehörige  Transformation  kurz  als  die  Transformation  T  zu 
bezeichnen,  und  es  ist  dabei  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Zahlen  o,  b,  c,  b  die  Be- 
dingungen (%i),  (%2)  erfüllen;  die  Zahl  t  soll  die  Ordnungszahl  der  Transformation 
genannt  werden. 


Ist  das  im  vorigen  Artikel   gestellte  Transformationsproblem   für  irgend  zwei 
specielle  Charakteristiken: 


r  = 


b„.  I 


r 


b;,,. 


gelöst,  so  kann  man  aus  diesen  Lösungen  immer  die  Lösung  desselben  Problems  für 
die  Charakteristik: 

T": 


c;;„   b;;„ 


ableiten,   deren  Elemente  sich   aus  den  Elementen  von  T  und  T'  zusammensetzen  mit 
Hülfe  der  Gleichungen: 


b;:,.  =  2:(bg,,Q;,,  +  b^,-b;,t,), 


b;;, 


:V(bp,c;,,.  4-  bpvb;,^). 


(/<,  1=1,  2, 


■,P) 
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Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  kann  man  nämlich  einmal  die  Function  S'r'l((u))a 
durch  Functionen  ■9' K.J  ((?^))(.  ausdrücken,  wenn  man  den  Zusammenhang  der  Grössen  i< 
und  o  mit  den  Grössen  v  und  b  in  der  vorher  angegebenen  Weise  durch  die  Gleichungen: 


x=p 

(1)    Af,,  ==  ayf,jti  +  27  b^ 


(3)      u,  =  :^'zA,yV,^ 


(2) 

(4) 

(«) 

K,  =  ^^TA^,yB,, 

(5)  Vy    =^    —      E    AuyVu,  (0)  by„    =     -  2:     A„yB„,,  {V,g=l,2 ,,) 

definirt.  Man  kann  weiter  aber  auch  eine  jede  der  bei  der  ersten  Transformation  auf- 
getretenen Functionen  9-  ',  1  ([v]j(,  vermittelst  der  zweiten  Transformation  durch  Functionen 
•9-K,'l((«t'))c  ausdrücken,  wenn  man  den  Zusammenhang  der  Grössen  v  und  b  mit  den 
Grössen  tv  und  c  durch  die  Gleichungen: 


(0 

Äy„  =  a'o^Tii  +  Vb^^&vx, 

(30 

1   "=''     , 

Vy    =    ^T      ü     Ay„Wo, 

(5') 

(2')      B'y„  =  Cyiti  +  2;  bpx^.X,  (»,f  =  1,2,. ...  P) 

y=l 

(4')  B'y„    =    -^       Z     A'ynCgC,  (v,  O  =  1,  2,  .  .   .  ,   f) 

(6')      c„„  =  ^  1"  I;.,, B; „  (e,  a  =  1,  s, . . .,  P> 

definirt,  wobei  z/^'  die  Determinante  £  +  -i4u^ä2  •  •  •  Ap,,  der  jp^  Grössen  A',  A'tq  die 
Adjuncte  von  A',„  in  dieser  Determinante  bezeichnet.  In  Folge  dessen  lässt  sich  daher 
auch  die  ursprüngliche  Function  •9'K|((M))a  durch  Functionen  ■9' [^..]  ((««'"De  ausdrücken, 
und  man  zeigt  leicht,  dass  die  auf  diese  Weise  entstehende  Darstellung  der  Trans- 
formation  T"  entspricht. 

Die  Charakteristik  1'"  soll  die  aus  den  Charakteristiken  T  und  T'  zusammen- 
gesetzte Charakteristik  genannt  werden,  und  es  soll  die  Beziehung  zwischen  den  drei 
Charakteristiken  T,  T'  und  T"  symbolisch  durch: 

TT  =  T" 

fixirt  werden.  Dass  man  ebenso  aus  mehreren  Charakteristiken  T^,  T^,  ...,  T„, 
nachdem  man  dieselben  in  eine  bestimmte  Reihenfolge  gebracht  hat,  durch  Zusammen- 
setzung eine  neue  Charakteristik  T^l\^...Tn  erzeugen  kann,  leuchtet  unmittelbar 
ein,  und  das  vorher  erhaltene  Resultat  lässt  sich  entsprechend  dahin  verallgemeinern, 
dass  man  aus  den  Lösungen  der  den  Charakteristiken  T, ,  T.^.  .  .  . ,  T„  entsprechen- 
den Transformationsprobleme  immer  durch  passende  Combination  die  Lösung  des 
der  zusammengesetzten  Charakteristik  T^  T.,.  .  .  T„  entsprechenden  Transformations- 
problems erhalten  kann;  es  soll  daher  auch  die  auf  diese  Weise  entstandene,  der  zu- 
sammengesetzten Charakteristik  Tj  Tj . .  .  T„  entsprechende  Transformation  aus  den 
Transformationen    T^^,  T.,,  .  .  .,  T„    zusammengesetzt    genannt  werden.     Die  Ordnuiigs- 

9* 
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zahl  der  zusammengesetzten  Transformation  ist  gleich  dem  Producte  der  Ordnungs- 
zahlen der  einzelnen  Transformationen.  Bei  dieser  Zusammensetzung  der  Transforma- 
tionen gilt,  wie  aus  der  Natur  der  Operationen  klar  ist,  das  Associationsgesetz. 


6. 

Unter  allen    möglichen  Transformationen   gibt  es   eine,    welche    dadurch   aus- 
gezeichnet ist,  dass  bei  ihrer  Anwendung: 

v,,=  Uy,  t,,,,  ^  a,.p  (.■,p  =  i,  2,  ...,p) 

wird;  dieselbe  soll  die  identische  Transformation  genannt  und  mit  J  bezeichnet  werden; 
sie  entsteht,  wenn  man  Oj;  =  •  •  •  =  aj,j,  =  b^  =  •  •  •  =  bpp  =  1,  alle  übrigen  Grössen 
a,  b  sowie  sämmtliche  Grössen  h,  c  aber  der  Null  gleich  setzt;  es  ist  daher: 


1  . 

.  0 

0  .  . 

.  0 

0  . 

.  1 

0  .  . 

.  0 

0  . 

.  0 

1  .  . 

.  0 

0  . 

.  0 

0  .  . 

.  1 

die  zugehörige  Ordnungszahl  hat  den  Werth  1.     Setzt   mau   die  Transformation  J  auf 
eine  der  beiden  möglichen  Weisen  mit   einer  beliebigen  Transformation  T  zusammen, 
so  entsteht,   von   der  Bezeichnung   der  Variablen   und  Parameter   abgesehen,   stets  die 
Transformation  T  wieder,  d.  h.  es  ist  Jr=  T,  TJ==  T. 
Zu  einer  gegebenen  Transformation: 

6,,.. 


T 


gibt  es  immer  eine  andere: 


welche  die  Ordnungszahl  t 


0« ,. 


T-'=  - 


t 

t 

c,,„ 

r 

t 

besitzt,  und  welche  durch  die  Gleichuufj 
TT-'  =  J 


vollständig  bestimmt  ist.  Diese  Transformation  T~  soll  die  zur  Transformatiüii  T 
inverse  Transformation  genannt  werden.  Dass  auch  umgekehrt  T  T  ^  J,  also  auch 
T  die  zu  T~  inverse  Transformation  ist,  leuchtet  ein.  Führt  die  Transformation  T, 
auf  eine  Function  ^F^l ((«))«  angewandt,  auf  Functionen  ■S' [',]  Wi j  so  führt  die  inverse 
Transformation  T~',  auf  eine  Function  i)- r  J{(t;))«  angewandt,  umgekehrt  zu  Func- 
tionen  ■&■  [^.1  ((«<))«    zui'ück.     Sobald    also    das   Problem,    die    Function   '9'[^]((»))a    durch 


-     69 

Fiiiictioiieii  ö-k'.  ((t))/,  aiisziiilrückeii,  tiir  ji'de  Traiisloniiutiuu  gelöwt  isl,  erscheiut  aucli 
(las  umgekehrte  I'roblein,  die  Fuiutioii  9'  J ]((«'))'.  tlurcli  Functionen  *r'.l^M))a  aus- 
zudrücken, da  es  nach  deui  soeben  Gesagten  nichts  anderes  ist  als  wieder  ein  Trans- 
t'ormationsproblcm,  von  selbst  gelöst. 

Eine  beliebige  Transformation  T  kann  man  immer  aus  n  'rransformatiuneu, 
von  denen  n  —  1,  etwa  T, ,  .  .  .,  T,— i ,  2^1 +i ,  •  •,  Tn  willkürlich  angenommen  werden 
können,  während  die  w'"  durch  diese  und  die  Transformation  T  eindeutig  bestimmt  ist, 
zusammensetzen  in  der  Form: 

T=r,  ...  2'._,yvr.+.  .  .  .  t„. 

Setzt  man  nämlich,  indem  man  die  zu  den  gegebenen  Transformationen  T, ,  .  .  .,  jT,—, , 
T.+i ,  ...,  'I'n  inversen  Transformationen  mit  TT  ,  .  .  .,  T~  x,  TT+i ,  •  ■  .,  TiT 
bezeichnet: 

T.  =  T,--\  .  ■  .  'iT'T'iv'  .  .  .  r,+, 

und  führt  das  so  bestimmte  1\  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  wird  dieselbe  richtig. 
Umgekehrt  folgt  au.s  der  obigen  Gleichung,  sobald  mau  sie  als  bestellend  voraussetzt, 
für  Tr  immer  der  aufgestellte  Ausdruck. 

Dieses  Princip  der  Zusammensetzung  einer  gegebenen  Transformation  T  aus 
mehreren,  ist  für  die  im  Folgenden  zu  entwickelnde  Transformationstheorie  als  ein  funda- 
mentales anzusehen.  Durch  [lassende  Anwendung  desselben  kann  man  nämlich  die 
Lösung  des  allgemeinen  Transformationsproblems  reducireu  auf  die  Ijösung  einer  ge- 
ringen Anzahl  einfacherer  Transformationsprobleme,  welche  mittelst  direkter  Methoden 
behandelt  werden  können. 

Die  Ordnungszahl  /  der  Transformation  T  ist  in  Folge  der  über  die  Grössen 
0,  b,  c,  b  gemachten  Voraussetzungen  eine  positive  rationale  Zahl,  und  zwar  für  den 
allgemeinen  Fall  willkürlich  annehmbar.  Hat  diese  Zahl  den  speciellen  Werth  1,  so 
soll  die  zugehörige  Transformation  eine  lineare  genannt  werden.  Die  linearen  Trans- 
formationen sollen  zunächst  behandelt  werden,  und  zwar  sollen  in  den  nächsten 
Abschnitten  jene  einfachsten  linearen  Transformationen  betrachtet  werden,  aus  denen 
sich,  wie  später  gezeigt  werden  wird,  die  allgemeine  zusammensetzen  lässt.  Diese 
einfachsten  linearen  Transformationen,  die  im  Folgenden  „elementare"  genannt  werden, 
ergeben  sich  durch  direkte  Umformung  der  Tlietareihe  und  sollen  vorerst  ausschliess- 
lich von  diesem  Gesichtspunkte  aus  betrachtet  werden. 


Zweiter  Abschnitt. 
Hie  erste  elementare  lineare  Transformation. 


Eine  erste  Umformung  der  Function  &rAl((««))a  wird  dadurch  erhalten,  dasa 
man  in  der  die  Function  darstellenden  Reihe  an  Stelle  der  Summationsbuchstaben 
»Wj ,  »Wj ,  .  . . ,  'nip  2'  neue  Summationsbuchstaben  j^j ,  «2 ;  •  •  •  >  %  einführt  mit  Hülfe 
einer  linearen  Substitution  von  nicht  verschwindender  Determinante: 

rm^  =  (/n'*i  +  ''21  "2  +  "  ■  '  +  <h'i^h" 
rm.2  =  (li-^n^  +  d,^n.,  +  ■  •  •  +  f7,,2";-, 


bei  der  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  d  ganze  Zahlen  sind.  Bezeichnet  man  die 
Determinante  2?  +  du rö^a  •  •  •  4'i'  der  p^  Zahlen  d  mit  D  und  die  Adjuncte  von  d,,,.  in 
dieser  Determinante  mit  d',,,-,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (S)  durch  Auflösung: 

Dn^  =  r{dnmi  +  di2m2  +  •  ■  •  +  dipMj) , 
Dn.2  =  r(rf2i»*i  +  d22iih  +  •  •  •  +  d^i.nip) , 

yp ) 

Dup  =  r(dpim^  +  dp^nk,  +  •  •  •  +  <^pp'>"j)- 
Um  Weitläufigkeiten  in  der  Darstellung  zu  vermeiden,   soll  die  Untersuchung 
zunächst  für  den  Fall,  wo  alle  Grössen  g  und  h  den  Werth  Null  haben,  durchgeführt 
werden.     Es  geht  dann  aus  der  Gleichung: 

/'=p  /"'=;'  i"=p 

-cc  ,  . . .,  +x       U       2:      "„„■  «„  m„.  +  2    Z  m„  u^, 
m,  ,  .  .  .  ,  m^, 

durch  Anwendung  der  Substitutiou  (S)  die  Gloieluiiig: 

2       ^    6,y«,,»,,.  +  2  2:«,,r,, 

liervor,  wenn  man  die  (irössen  h  und  v  durch  die  Gleichungen: 
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,"=1  /' — 1  ^   U=\ 

detinirt,  und  es  ist  dabei  die  auf  der  rechten  Seite  augedeutete  Sumination  nach  den  n 
in  der  Weise  auszuführen,  dass  man  an  Stelle  des  Systems  der  p  Summationsbuch- 
staben  n^,  n^,  .  .  .,  rij,  eiu  jedes  der  Werthesysteme  treten  lässt,  welche  sich  dafür  aus 
den  Gleichungen  (>S')  ergeben,  wenn  man  eine  jede  der  p  Grössen  m^,  m.^,  ...,  nip 
unabhängig  von  den  übrigen  alle  ganzzahligeu  Werthe  von  —  oo  bis  +  oo  durch- 
laufen lässt.  Man  erkennt  aber  leicht,  dass  man  diese  Summation  auch  so  ausführen 
kann,  dass  man  die  p  Grössen  n^,  n^,  .  .  .,  Up  durch  die  Grössen; 

in  denen  zur  Abkürzung: 


9i'  =  >'(iipi^i  +  (^i-29i  + 1-  '^PpQp) 


gesetzt  ist,  beziehlich  ersetzt,  sodann  für  «, ,  >\ ,  . . . ,  ?ij,  ein  jedes  System  von  p  ganzen 
Zahlen,  für  welches  die  Zahlen: 

ganze  Vielfache  von  r  sind,  und  jedesmal  für  Qi  g^  .  .  .  Qp  eine  jede  der  ly 
Variationen  der  Elemente  0,  1,  2,  .  .  .,  D — 1  zur  ^j'™  Classe  mit  Wiederholung 
einführt,  endlich  die  dann  entstandene  Summe  durch  die  Anzahl  s'  der  Normallösungen 
des  Congruenzensystems: 

r{d'nXi  +  diiXo  +  •  •  •  +  dipXp)  ^  0  (mod.  D), 
.^,x  r{diiXi  +  diiX.,  +  •  •  •  +  (UpXp)  ^  0  (mod.  D), 

r{dpix,  -f-  (lp2X..  +  •  •  •  +  dppXp)^  0  (mod.  D) 
theilt.     Multiplicirt  man  dann  noch  linke  und  rechte  Seite  der  entstandenen  Gleichung 
mit  s,  so  geht  aus  der  Gleichung  (Fj)  die  neue  Gleichung: 

,=p    y=>p  (  9y\(^  Sy\  >^=P{^  Py\ 

hervor,  bei  der  die  .Summation  in  der  soeben  angegebeneu   Weise  zu  geschehen  hat. 

Die  hierbei  nach  den  «  auszuführende  Summation  kann  von  der  ihr  anhaften- 
den Beschränkung  befreit  werden,  indem  man  den  Ausdruck: 

0.1 r-l    —     £     V'+'d)"' 

';.    -.Cp 
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bei  dem  zur  AbkürzuDg: 


6;,=  '/y.löl  +   djri'^-^  H +   ^^Pv'^f 

gesetzt  ist,   hinter  E  als  Factor   einschiebt.     Da   nämlich    der  Ausdruck  F  immer  den 

Werth  Null  besitzt,  wenn  an  Stelle  der  n  solche  ganze  Zahlen  gesetzt  werden,  für 
welche  die  p  Grössen: 

nicht  sämmtlich  durch  r  theilbare  ganze  Zahlen  sind,  dagegen  den  Werth  Eins,  wenn 
die  soeben  angeschriebeneu  p  Grössen  sämmtlich  durch  r  theilbare  ganze  Zahlen  sind, 
so  erleidet  durch  Einschiebung  des  Factors  F  der  Werth  der  Summe  keine  Änderung, 


aber    man    kann    alsdann    das   Zeichen   E   durch   das   Zeichen 


ersetzen,    das 


andeutet,  dass  nach  jeder  der  p  Grössen  n  von  —  oo  bis  +  cxi  zu  summiren  ist. 
Multiplicirt  man  dann  noch  linke  und  rechte  Seite  der  so  entstandenen  Gleichung  mit 
rf,   so   erhält  man  aus  der  Gleichung  {F.^  die  Gleichung: 


0,1,...,Z1— 1    0,1 1—1    — X -I-  . 

-222 


'i'S'wG.4)t.'+V)+''7(^.4)(-4-^ 


Die  Gleichung  (Fg)  geht  aber  unmittelbar  in  die  gewünschte  Thetaformel  über, 

wenn    man    die    auf    ihrer    rechten    Seite    hinter  den    ersten    beiden    Summenzeichen 

stehende  ^j-fach   unendliche  Reihe  durch  die  mit  ihr  identische  Thetafunction  ersetzt. 
Man  erhält  so  diese  Formel  in  der  Gestalt: 


(lo) 


ri's'  »((u))a  = 


l,....ii— 1     0,1,...,  r- 

2     2 


& 


Wh, 


und   aus  ihr  durch    passende  Änderung  der   in  ihr  vorkommenden  Variablen  n,  v  die 
allgemeinere: 


(1) 


..%■>[:]( 


0,1, ...,£1—1     0,1,...,  »-—l 

2     2  * 

<.\'-->?p    "i "p 

11  4-  9 
B 

_     r 

T77   ^    ■'»■  "•■ 


m><i 


in  der  g^,  ...,  (jj,,  hy,  .  .  .,  hj,   beliebige  reelle  Constanten  bezeichnen,  aus  denen  sich 
die  g,  h  ebenso  zusammensetzen  wie  die  p,  d  aus  den  p,  e. 


TS     — 


In  der  Formel  (I)  setze  man  nun,  indem  man  unter  ki,  ...,]Cp,  l^,  ...,1^ 
beliebige  reelle  Coustanten,  unter  x, ,  .  .  .,  Xp,  X^,  .  .  .,  Ip  beliebige  ganze  Zahlen  ver- 
steht und  mit  fc,  l,  x,  X  die  aus  diesen  Grössen  gebildeten  Formen: 


K 

= 

r=p 

1=1 

«/. 

= 

£  d,f,Xy, 

l„=r    £    d'yfjy, 


l=/<      ^ 
r    S    dyu  Xy 


bezeichnet,  für  ft  =  1,  2,  .  .  .,  ^; : 

multiplicire  linke  und  rechte  Seite  der  entstandenen  Formel  mit: 


(^  =  1,  i. 


'—p 

-27Ci     Z     *, 


und  summire  allgemein  nach  x„  von  0  bis  r —  1,  nach  X„  von  0  bis  i) —  1.    Man  erhält 
dann,  wenn  man  noch  mit  s  die  Anzahl  der  Normallösungeu  des  Congruenzensystems: 


(C)   ''z  dif,Xu  =  0{moik.  r). 
bezeichnet,  die  Formel: 


(i) 


D's 


^[3' 


.^% 


2;  d^f^Xu  ^  0  fmod.  r), 

^=1 

..,r— I    0,1,. ...ß—l 

■■'  p    'i 'p 

r 

_    D     J 

Z  dpuXf,  ^  0  (mod.  r) 


Die  gewonnenen  Formeln  (1),  (I)  stehen,  wie  aus  dem  Gange  der  letzten 
Untersuchung  erhellt,  in  der  Beziehung  zu  einander,  dass  jede  von  ihnen  als  die  Um- 
kehrung der  anderen  betrachtet  werden  kann;  sie  können  aber  auch  als  nicht  wesent- 
lich verschiedene  Formeln  angesehen  werden,  wenn  man  beachtet,  dass  ebenso,  wie  die 
Formel  (I)  dadurch  entstanden  ist,  dass  man  in  der  die  Function  ö'  K  ((»))„  darstellen- 
den unendlichen  Reihe  an  Stelle  der  Summationsbuchstaben  in  neue  Summations- 
buchstaben  n  durch  die  Substitution  (S)  einführt,  die  Formel  (I)  dadurch  erhalten 
werden  kann,  dass  man  in  der  die  Function  ■ö'!  j|((ü|6  darstellenden  Reihe  an  Stelle 
der  Summationsbuchstaben  n  die  m  als  neue  Summationsbuchstaben  einführt  vermittelst 
der  zu  (S)  iuversen  Substitution  (S'). 


Es  soll  jetzt  nachgewiesen  werden,  dass  die  durch  die  Formel  {!)  repräsentirte, 
durch  Einführung  neuer  Summationsbuchstaben  vermittelst  einer  beliebigen  linearen 
Substitution  mit  rationalen  Coefficienten   bewirkte  Umformung  der  Function  ^K  |(j["])a 

KBA2IR  und  Fbtu,  ThetafuDctionen.  10 
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eine  Transformation  dieser  Function  im  Sinne  der  im  ersten  Abschnitte  entwickelten 
Transformationstheorie  ist.  Zu  dem  Ende  definire  man  Ap^  rationale  Zahlen  a,,,, ,  b„v, 
C/, > ,  b^, r  (jt,  V  =  \,2,  .  . .,  p)  durch  die  Gleichungen: 


B    > 


(,<-,. =1,2,. ..,p) 


wobei  die  d,  d',  D  die  in  der  Formel  (I)  vorkommenden  Grössen  bedeuten,  beachte,  dass 
dadurch  eine  lineare  Transformation  bestimmt  ist,  und  führe  diese  Werthe  in  die 
Gleichungen  (1),  .  .  .,  (6)  des  Art.  4  des  ersten  Abschnitts  ein.  Die  Gleichungen  (5),  (6) 
gehen  dann  in  die  hinter  der  Formel  {F^)  des  ersten  Artikels  stehenden,  die  Grössen 
V,  b  mit  den  Grössen  u,  a  verkuüpfenden  Gleichungen  über,  und  man  erkennt  daraus, 
dass  die  Lösung  des  durch  die  Charakteristik: 


Tj 


bestimmten  Transformationsproblems  durch  die  vorher  aufgestellte  Gleichung: 


0 

0 

(0 


ri's 


'^[:]Ha 


0,1,...,Z)— 1    0,1 


1 


» 


g  +  9 

D 

h-\-ß 


TT    -i     9._  a. 


lv\e 


geliefert  wird,  wobei  die  Grössen  v,  h  mit  den  Grössen  n,  a  durch  die  Gleichungen: 

{.,.■  =  1,2,...,;,) 


1    f=P 


h„..  =  ^  E     E  d,.,drya,,. 


verknüpft  sind;  wobei  ferner  die  g,  h  beliebige  reelle  Constanten  bezeichnen,  aus  denen 
sich  die  y,  h  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 


ff,  =  r  E  d;.f,g,,, 

,1=1 


hy='E  d,f,h/, 


zusammensetzen;   wobei  weiter  die  auf  der  rechten  Seite  angedeutete  Summatiou  in  der 
Weise  auszuführen  ist,  dass  von  den  in  den  linearen  Formen: 


Q,  =  r  E  d;.f,Q,,, 


0,     =      E       dyußf, 

/,=1 


vorkommenden  Grössen  q,  a  allgemein  nach  Qf,  von  0  bis  D —  1,  nacli  e„  von  0  bis 
r  —  Ifzu  Summiren  ist;  wobei  endlich  s'  die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Con- 
gruenzensystems : 

(C)  r  E  dif,Xf, ~ 0 fmod.  D) ,  rE  d^f, a;,,  =  0  (mod.  D),  .  .  .,  rE  dp,, a;^  =  0  (mod.  7>) 
bezeichnet. 


Eutsprecheud  wird  die  Lösung  des  durch  die  Charakteristik: 


r 

0 

0 

D 

T7  = 


bestimmten  inverseu  Transformationsproblems  durch  die  vorher  aufgestellte  Gleichung: 
(I) 


0,  1,  ..    .  r— 1    0,1,         0—1 


l  + 1 


-'-^  S  t„  i„ 


«  « e 


gegeben,  da  diese  letztere  durch  Umkehruug  der  Formel  (I)  entstanden  ist.  Es  sind 
dabei  die  Grössen  v  als  unabhängige  Veränderliche,  die  Grössen  h  als  willkürlich  ge- 
gebene Parameter  zu  betrachten,  während  die  Grössen  m,  a  als  Functionen  derselben 
durch  die  Gleichungen: 

,.    '=p    ,  ys    •=/)  ■■'=;' 

i(„  =  ^   Z  drf,Vv,  a„f,==j^   E    Z  rf,'.„rf,''„'&,,v'  (n,u'=\,i,...,p) 

"      1=1  -^'     1=1    v'=l 

bestimmt  werden;  es  bezeichnen  ferner  die  /;,  l  beliebige  reelle  Gonstanten,  aus  denen 
sich  die  li,  l  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 


ku  =   2:  druK 


I  =^rEd[Jr 
1=1 


(<i  =  l,2,...,p) 


zusammensetzen;  es  ist  weiter  die  Summation  in  der  Weise  auszuführen,  dass  von  den 
in  den  linearen  Formen: 


1=;) 
Z    druXy, 


A„  =  r2:  <■/,:,. A, 


01  =  1,4....,  p) 


vorkommenden  Grössen   x,  A   allgemein  nach  Xv  von  0  bis  >•  —  1,    nach    A,  von  0  bis 

D  —  1  zu  Summiren  ist;   es  bezeichnet  endlich  s  die  Anzahl  der  Normallösungen  des 

Congruenzensystems : 

/t=p  fi=p  ii=p 

(C)      U  diuXf,  ^  0  (mod.  r) ,      H  d^f^Xf^^^O  (mod.  >•),...,    U  dp,,x^  ^  0  (mod.  r). 

A(  =  l  ;«=1  li=l 

Aus  den  Formeln  (1),  (T)  als  Hauptformeln  folgen  einige  specielle  Formeln, 
die  für  das  Folgende  von  Wichtigkeit  sind. 

Setzt  mau  in  den  Formeln  (I),  (1)  r  =  1  und  beachtet,  dass  die  Anzahl  der 
Normallösungeu  des  Congruenzensystems: 

E  d[^,  Xf,  =  0  (mod.  D) ,     's  d-i,.  x,.  =  0  (mod.  D) ,  .  . . ,  '  ^  f/p„  x,.  =  0  (mod.  D) 

fi=t  n=l  .,=1 

D''~    ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Lösungen  der  durch  die  Charakteristiken: 

10* 
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rf'. 

D 

0 

K  = 

ä.. 

0 

0 

^r 

0 

'^r. 

B 

Ti, 


bestimmten  Transformationsprobleme  durch  die  Formeln: 


(Ii) 


(I.) 


i>^-'^  ß]  ((«))«  ='''^   '^ 


7)'^  ^  p;]( 


0,1,.  .,*— 1 

^   2  * 


n 


1+1 


B 


Wh, 


W)a  e 


gegeben  werden,  bei  denen  die  Grössen  u,  a  mit  den  Grössen  v,  h  durch  die  Gleichungen: 

lyy-    =     Z^         Z:    llvudy'u-atu,' ,  (r,  r'=l,2,  ...,p) 


f'=p  f  =p 

2J     E  d,,f,clyf,'af, 
,,=1  fr=i 


/'  > 


(,«,/,'=!,  2,...,  rf 


oder  durch  die  damit  äquivalenten: 
1   ''=^'    , 

<'«  =  TT     -2   druVr,  ß,,,,'  r,o 

B   ,,_j      •       '  ' '  B' 

verknüpft  sind;   bei  denen  ferner  die  g,  h,  k,  l  beliebige  reelle  Constanten  bezeichnen, 
aus  denen  sich  die  Grössen  g ,  h ,   k,    l   mit  Hülfe  der  Gleichungen : 


1     '■=;>  ''  — p 

z  u  d;„cKybr,.' 

1=1  1=1 


_         f'=p 

g,.  =   2  d'yf,g^, , 

%,  =  'z'd,.^l;,, 


fi=p 
h,.  =  E  dy^h^, 

1       ='2;      d'yf^ly 


(•■  =  1,  2, 


zusammensetzen;  bei   denen   endlich  die   auf  den   rechten  Seiten  angedeuteten  Summa- 
tionen  in  der  Weise  auszuführen  sind,  dass  nach  jeder  der  2p  in  den  linearen  Formen: 


_        fi=p 
Qy=  £  d'y^  Qf, , 


«  r=p     ^ 


{u,r=l,2,...,p) 


vorkommenden  Grössen  p,  A  von  0  bis  Z*  —  1  zu  summiren  ist. 

Setzt  man  dagegen  in  den  Formeln  (I),  (1),  indem  man  unter  q  eine  ganze, 
zu  r  relativ  prime  Zahl  versteht,  d^  ^  rfjj  =  •  •  •  ^  dpp  =  q,  alle  übrigen  Grössen  d 
aber  der  Null  gleich,    so  ergibt  sich,   dass  die  Lösung  der  durch  die  Charakteristiken: 


Ti  = 


i 

•  0 

0 

0  • 

1 

JL 

■  0 

0 

0  • 

J_ 

T7'== 


J_ 

•  0 

r 

0 

0  • 

_i. 

>■ 

0 

f 

ü 

0  • 

9 

—     7^ 


bestimmten  Transformationsprobleme  durch  die  Formeln: 


(W 


0,1 q—l   0,1 1—1 


'-*[:](«<-=       2  2       » 


1 

t_       r        _l 


:»« 


-2«,    S  k^>-u 
,11=1 


Die  Grössen  u,  a  sind  hier  mit  den  Grössen  v,  b  verknüpft  durch  die  Gleichungen: 
oder  durch  die  damit  äquivalenten: 

während  die  g,  h,  k,  l  beliebige  reelle  Grössen  bezeichnen. 

Aus  den  Formeln  (Ij),  (I^)  ergibt  sich  endlich,  indem  man  r  =  1  setzt,   dass 
die  Lösungen  der  durch  die  Charakteristiken: 


Ouu'  =  —  buu' , 


(/i,u'  =  1.2,...,p) 


Tl. 


-L.  .  .  0 
1 

0..  .^ 

9 

0 

0 

3.  .  .  0 
0  ...  2 

T7;'  = 


0  .  .  .  2 


bestimmten  Transformationsprobleme  durch  die  Formeln: 


(I3) 


(I3) 


0, 1, ... ,  7—1 


0,1       7-1   p^  +  p- 
L  ih 

qk 

-   2    J 


Wh, 


2''*R]w*=  2'  ^ 


^=1 


gegeben   werden,    bei    denen   die   Grössen  u,  a   mit   den   Grössen  v,  b   durch   die  Glei- 
chungen: 

Vy  =  qi(y,  b,,'  =  q-a,,' ,  (»,»"  =  1.  2, ....  p) 

oder  durch  die  damit  äquivalenten: 


«.«,"■  ==^i  ^".«■, 


C....u'=i.  i. .  .,  p) 
verknüpft  sind,  während  die  g,  h,  k,  l  beliebige  reelle  Grössen  bezeichnen. 


Dritter  Abschnitt. 
Die  zweite  elementare  lineare  Transformation. 


1. 

Eine  zweite  Umformung  der  gegebeueu  Function: 

»ij,  .■.,mp 

wird  dadurch  erhalten,  dass  man  im  allgemeinen  Gliede  der  die  Function  darstellenden 
Reihe    an    Stelle    der    •|-p(p  +  1)    Parameter    w^,,- (a^^  =  a^>;    ji,  fi' =  1,  2,  --.jP) 
\p(yP-\-  1)  neue  Parameter   hufi-{bf,fi'  =  bf,'^,]    jt,  ft'=l,  2,  ...,  p)   einführt,    die   sich 
von  den  Parametern  a  nur  um  ganze  Vielfache  von  ni  unterscheiden. 
Zu  dem  Ende  setze  man  für  jx,  ji'  =  1,  2,  .  .  .,  p: 
hf,fc'  =  «,„,„'  +  e^,f,'ni, 

indem  man  unter  den  e  ganze  Zahlen  versteht,  welche  den  Bedingungen  C/,/,'  =  e^,-^, 
(ft,  fi'  =  Ij  2,  . . .,  i^)  genügen,  im  Übrigen  aber  keiner  Beschränkung  unterworfen  sein 
sollen,  und  führe  die  so  defiuirten  Grössen  b  an  Stelle  der  Grössen  a  in  die  obige 
Reihe  ein.     Mau  erhält  dann  die  neue  Gleichung: 

f,=p  ft'==p  fi=p 

_^,...,+c.  2   21  6^,„'(»v+»,0('v+v)+2'^('"/<+^^)('v+''V.'") 

X  e"='  "'='  "=' 

wobei  zur  Abkürzung  für  jt  =  1,  2,  .  .  . ,  j;: 

/,'=! 

gesetzt  ist,  und  aus  dieser,  indem  man  die  auf  ihrer  rechten  Seite  stehende  ^j-fach 
unendliche  Reihe  durch  die  mit  ihr  identische  Thetafunction  ersetzt,  sofort  die  Formel: 


—     7ii 


(II)  *  C]  ((»))« =*H((4>'='  '■=• " ''''     •='"'"" 

wobei: 

Durch  Umkehrun^  ilor  Formel  (II)  entsteht  die  Formel: 


:l,2....,p) 


ist. 


(II)  *  [*,]  ((4,  = » p:] ((„))„ .  "='  ■"■='  ■"■" " "    "=■ 


wobei : 


ist. 


««  ^  V,, ,  af,f,'  =  ?;„  „•  —  eaf,ni , 

K  =  Jc„ ,  Vu  =  If.  —  \-  ef.u  +  Ve„„.fc,. 


Die  Formeln  (II),  (II)  stehen  in  der  Beziehung  zu  einander,  dass  jede  von 
ihnen  als  die  Umkehrung  der  anderen  betrachtet  werden  kann;  sie  können  aber  auch 
als  nicht  wesentlich  verschieden  angesehen  werden,  da  man  die  Formel  (II)  aus  der 
Formel  (II)  auch  dadurch  erhalten  kann,  dass  man  allgemein  e„„'  durch  —  e^^'  ersetzt 
und  im   Übrigen  die  Bezeichnung  in  passender  Weise  einrichtet. 


Es  soll  jetzt  nachgewiesen  werden,  dass  die  durch  die  Formel  (II)  repräsentirte 
Umformung  der  Function  •9'K  |((i'))«  ^^^^  Transformation  dieser  Function  im  Sinne  der 
im  ersten  Abschnitte  entwickelten  Transformationstheorie  ist.  Zu  dem  Ende  definire 
man  4p^  rationale  Zahlen  a„v,  O^i ,  C, , ,  i,,,-  (,u,  v  =  \,  2,  . . . ,  p)  durch  die  Gleichungen: 

1 ,  wpini   II  =  I' ,  , 

auv=     '  '    >  Kr  =  0, 

0,  wenn   ft  ^  V , 

(.",  »  =  1,« p) 

,  1 ,   wenn   u  =  r, 

'  ■  n.   wenn   u  ^  v , 

wobei  die  e„r  =  ev,i.  die  in  der  Formel  (II)  vorkomnionden  Grössen  bedeuten,  beachte, 
dass  dadurch  eine  lineare  Transformation  bestimmt  ist,  und  führe  diese  Werthe  in  die 
Gleichungen  (1),  ...,  (6)  des  Art.  4  des  ersten  Abschnittes  ein.  Die  Gleichungen 
(5),  (6)  gehen  dann  in  die  hinter  der  Formel  (ID  stehenden,  die  Grössen  v,  h  mit  den 
Grössen  u,  a  verknüpfenden  Gleichungen  über,  und  nuin  erkennt  daraus,  dass  die 
Lösung  des  durch   die  Charakteristik: 
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1  .  . 

.  0 

0 

0   .   . 

.  1 

1 

0 

e„ 

0 

1 

(^,..  =  -^v„) 


bestimmten  Trausformatiousproblems  durch  die  vorher  aufgestellte  Formel: 


v'=p 

h'v  =  h,.  -\-  ^  Cv,  —  2J  err-g,.' 

r'=l 

ist,  geliefert  wird. 

Entsprechend  wird  die  Lösung  des  durch  die  Charakteristik: 


(11) 

^L'Jw«  = 

wobei: 

Vr  =  tly  , 

gl'  =  gv , 

(V,  ,/  =  1,  2,  . . . ,  p) 


1  . 

.  .  0 

.0 

0  . 

.  .  1 

1 

0 

C„v 

0 

1 

(Vv  =  ^v„) 


bestimmten  inversen  Trausformatiousproblems  durch  die  vorher  aufgestellte  Formel: 


(11) 
wobei: 


,"=P  l''=P  M=P 

"^ft   '^^^  '^fi  }  ^fifi'   ^^      ,";'''  ^fi/.i'^'^ } 

H'=p 


Cu,u'  =  l,2,...,p) 


gegeben,  da  diese  letztere  durch  ümkehrung  der  Formel  (IIj  entstanden  ist. 


Vierter  Abschnitt. 
Die  dritte  elementare  lineare  Transformation. 


1. 

Aus  den  in  Art.  1  des  ersten  Abschnitts  angeschriebenen  2p  Periodensystemen 
der  Function  0'Kl((2())a  bilde  man  2p  Systeme  correspondirender  Änderungen: 

','=/'  ','=p 

Af,r  ="  dyfiTli  -{-     2    irnriun,  B„  y  =  Cyu  Tli  -{-  Z    broa,,  ,j  (,",  v  =  1,  2,  .  . . , />) 

der  Variablen  tij  |  Mj  |  . . ,  I  «p ,  indem  man  in  den  ersten  q  der  p  Horizontalreihen 
die  beiden  darin  vorkommenden  Periodensysteme,  nachdem  man  vorher  noch  das  links 
stehende  mit  Minuszeichen  versehen  hat,  mit  einander  vertauscht.  Man  erhält  auf 
diese  Weise  die  2p  Systeme  correspondirender  Änderungen: 

r  . . . '    0    I     0     , . . .  1    0 , 


«11  !  • 

. .  1  aji 

«9+11 1  • .  • ;  «/-!, 

«1, ; . 
0    • 

•  •  1  «9«  1 

•  •1  0  1 

«■/+l9      •  ••   1  «P9) 

jti     1  ...  1    0  , 

0    . 

für  welche: 

••1   0  1 

0       . . .  1  jri, 
,  =  •••  =  a,„  =       1 , 

0       ...    —ni\       0       |---i      0, 

«l9+t  :•  •  •  I  «99+1  I  «9+19+1  I  •  •  •  '  Öp?+l7 


«Ip  I  •••  I   "jp   I  «?+lp  I  •  ■  •   "pp' 

K  =      K2     =  •  •  •  =  iqq  =  1 , 
b,+i9+i  =  b^ä9+-.>  =  •  ■  •  =  b,,p  =  l 
ist,  während  alle  übrigen  Grössen  a,  b,  c,  b  den  Werth  Null  besitzen,  und  durch  die 
eine  lineare  Transformation  bestimmt  wird.    Um  die  dieser  Transformation  entsprechen- 
den, im  allgemeinen  Falle  durch  die  Gleichungen: 

IV  =  ^  "F  2„yu..,  h,„  =  ^  '"sÄurB,,^  (n  .,=  1, 2 P) 

^A  ,,=1  ^        ^..  "=i    ■ 

gegebenen  Beziehungen,  welche  die  Grössen  v,  h  mit  den  Grössen  «,  a  verknüpfen,  zu 
erhalten,  bezeichne  man  mit  z/1''  die  stets  von  Null  verschiedene  Determinante  q*'" 
Grades: 
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^:;"  = 


"11     "12 
«9,      «09 


•    Oi„ 


und    für   x,  X  =  1,  2,  . 
Es  ist  dann: 

ni    ' 
(,«  =  1,2 


..,  q    mit  olfj.  die   Adjuncte  von  a^;    in  dieser  Determinante. 


1      "=1   ^=1 


"f."  —    J'i)    ff'  > 


7,  ^<         .r,    -(9) 


1  ;.=i 

(•■  =  ?+',  3  +  2,  ••-.)») 
1 


~^>r 


hvy 


a,.,' 


,,(?) 


y=5  ;.=7 

2;    2;ä'''a 


(.■,.-'=  g+l,  5  +  2,. 


Die  so  definirte  Transformation  soll  als  dritte  elementare  Transformation  ein- 
geführt werden,  und  es  handelt  sich  darum,  die  ihr  entsprechende  Thetaformel  durch 
direkte  Umformung  der  ursprünglichen  Thetafunction  zu  erhalten. 


Um  die  gewünschte,  der  definirten  Transformation  entsprechende  Umformung 
der  Function  -9' pM  ((«))«  zu  erhalten,  bedarf  man  einer  Formel  aus  der  Theorie  der 
Fourier'schen  Reihen,  die  zunächst  aufgestellt  werden  soll. 

Es  bezeichne  f(x)  eine  reelle  oder  complexe  Function  der  reellen  Veränder- 
lichen X,  die  für  alle  der  Bedingung  —  1  ^  a;  <  +  -l-  genügenden  Werthe  von  x  sammt 
ihrer  ersten  und  zweiten  Derivirten  einwerthig  und  stetig  sei;  dann  gilt  die  Gleichung: 


(^i) 


^(0) 


{1/ 


f(x)  e- 


'  dx. 


In  Bezug  auf  diese  Gleichung  ist  im  Auge  zu  behalten,  dass  die  auf  ihrer  re'chten 
Seite  stehende  Reihe  den  Charakter  einer  Doppelreihe  hat,  d.  h.  aus  zwei  selbständigen 
Reihen,  tt^  +  «^  +  t<2  -(-■••  +  ««  +  •  •  •  die  eine,  t<_i  -f-  ii-«  +  •  •  ■  -|-  ?'^„  +  •  •  •  die 
andere,  besteht,  von  denen  jede  für  sich  couvergirt. 

Die  Formel  (II^)  ist  ein  specieller  Fall  einer  allgemeineren,  auf  eine  Function 
von  mehreren  Veränderlichen  bezüglichen  Formel,  welche  mit  ihrer  Hülfe  abgeleitet 
werden  kann.  Bezeichnet  nämlich  f(x^  j  ajg  |  . . .  |  Xg)  eine  reelle  oder  complexe  Function 
der  q  reellen  Veränderlichen  ic, ,  x.,,  ...,  x,,,  die  in  dem  durch  die  Bedingungen: 

-i^^i<  +  i,    -^£^,'<  +  ^, ,  -i<^.i^  +  i 

df  df       c^f 


bestimmten    Grössengebiete    sammt    ihren    Derivirten 
einwerthig  und  stetig  ist,  so  besteht  die  Gleichung: 


CX^  OXq  gj.2 


SV 
dxi 
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-2(n,x,  +  ...+  n,^,)«,- 


(H,)        /•(0|...|0)=      2^"      f(Lv,...  fdxj(x,\...\x,)e 

-i  -i 

eine  jede  der  q  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Summen  hat  dabei  den  Charakter 
einer  Doi^pelsumme,  auch  kann  mau  die  q  Summationen  beliebig  umstellen. 


Mit  Hülfe   der    soeben    aufgestellten  Formel  (H^)   soll   jetzt    die    in   Art.  1    in 
Aussicht  gestellte  Umformung  der  Function: 

f'=p  (•'=p  i'=p 

(F)  ^ß]W«=     2     ^•■""■"'"' 

"1, ,  .  ■  . ,  "ly, 

durchgeführt  werden.     Zu  dem  Ende  setze  man: 

fl=q    f,'=q  fi=q         p  ft'=p  -i 

2:   2:  «„ ,.-  X., :..,.  +  2  2;  ;r,,  w,,  +  2;  (m,,- + ?„■ )  «„ ^- + '.., « ■■ 

/^(^i  I  •  •  ■  I  ^s)  =  e 
wobei  die  a,  t«,  m,  g,  h  die  im  allgemeinen  Gliede  der  obigen  Thetareihe  vorkommeu- 
den  Grössen,   die  x  reelle  Veränderliche  bedeuten,   und  führe   diese   specielle  Function 
an  Stelle  von  f{Xj^  |  •  •  •  |  ^4)  ^^  «^ie  Formel  (Hg)  ein;-  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

-x     +0.    ^-         ^-     2:  2:«„^.x^v  +  ä^'J","+^("■/■•+v)'-."."■+(^-'•,")--"' 
l=     2  dx,...      dx,e'='"-'  ■"-'    L       .•=-  J 

-i  -i 

und  weiter,  indem  man  den  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehenden  Aus- 
druck als  Factor  zum  allgemeiuen  Gliede  der  Thetareihe  hinzunimmt,  für  die  Function 
^M  (()())„  nach  passender  Vereinigung  zusammengehöriger  Theile  den  neuen  Ausdruck: 

-l-J  +\ 

-^ +«.    -00,....+  «    -cc, ...,+»       ^.  ^. 

(^1)       ^ [;;]((»))«=  2      2      2      dx,...  dx.e'^, 

wobei  zur  Abkürzung: 

i^^  Z  Z  a,.f,-(mf,  +  x„  +  fff.)  (/«,.•  +  x„-  +  (ju) 
^=1  ,.'=1  ■ 

+  2  V  (,n.,  +  x^  +  <?.„  j  Fi',.  +    '2:''  (»Hv  +  <7.)  a,. .  +  (/^  -  "-)  ^ '] 

+  2''z^«„5r,,jrt-{-  '2;'      'i'''  «,,. ■('«.  + i7.)l »'.•  +  .'/.) +  2    ^    (»«,  +  (/,)(«.  + /'.-Tri') 

^=1  '=9+1  ''=7+1  •=*+• 

gesetzt  ist. 

11* 


o, 
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Die  gewünschte  Umformung  der  Function  ■9' [■']  ((;())„  wird  jetzt  dadurch  erhalten, 
dass  man  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (Fj),  nachdem  man  sich  von  der  Statt- 
haftigkeit dieser  Operationen  überzeugt  hat,  die  an  letzter  Stelle  stehende,  auf  die 
Grössen  % ,  .  .  . ,  h,  bezügliche  Summation  mit  der  an  erster  Stelle  stehenden,  auf  die 
Grössen  m^,  ...,  niq  bezüglichen  den  Platz  wechseln  lässt,  und  alsdann  die  auf  die 
Grössen  wji,  .  .  .,  nig  bezügliche  Summation  ausführt.     Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

-^.,...,  +  r.      -00,...,+  :^  ^.  y^ 

bei  der  zur  Abkürzung: 

i„  =  2:     Z:  ttf, f,'  Xf, Xf,-  +  22:  a-v,   «,,,  +    2:     {m,.  +  (jij  a^  „  —  (m,,  —  /«.„) %  i 
,,=1  ,u'=i  ^1=1      L  >'=j+i  J 

+  2  "2;' «„5?,,  ni  +    £      E    «„,'  (>»,,  +  gr)  {nw  +  ,*/,,■)  +  2   2:    (»«,.  +  ^,.)  (if,,  +  h,%i) 

u=l     '       '  1'=}+1   V=q+l  '=2+1 

gesetzt   ist,    und    bei   der   schliesslich   noch   die  q  auf  die  Grössen  x  bezüglichen  Inte- 
grationen auszuführen  sind. 

Um  dies  Ziel  zu  erreichen,  bringe  man  0„,  indem  man  zur  Abkürzung 
für  n  ^  \,  2,  .  . . ,  q: 

Z  \vy.+    2    (»»,,  +  f/,,)  ayy  —  (n,,  —  hy)%i     --V  =  ICa 

setzt  und  die  in  Art.  1  definirten  Grössen  h  und  v  einführt,  in  die  Form: 

9„  ="z  "s  fl,,„'(a;,,  +  A-„)  {Xu'  +  K')  +  '^  "^  ?'.„■(»,,  —  h)  (V  —  /vO 
.,,=1  ^'=1  /,=i  .«■=1 

+  2  "z       'e    &„,.(m^  —  7i„)  (»iv  +  f/v)  +   'e      '  E    l„im,  +  f/„)  («(„■  +  r/',:.) 

,,=1     ,.  =  54.1    '  '  1=7+1  >"=;+! 

;«=1  '  '  '  .=.(+1 


_     tW 

,,,(9) 


E  ä?/M,,H„.  +  2  2;  fA,/i„ici. 
z/J,'"  ^,=1  ,/=i  '  ■     '    ■    ^     ,_i-''    ' 


Die  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  {F^)  stehenden  Integrationen 
reducirt  sich  dann  auf  die  Auswerthung  des  Integrals: 

J  =  /  cZa;i  •  •  •  /  (7  ^'9  e"~   '"  ~ 

Den  auf  der  rechten  Seite  im  Exponenten  stehenden  Ausdruck  kann  man  aber,  wenn 
man  unter  Anwendung  der  in  den  Art.  3  und  4  des  ersten  Abschnitts  eingeführten 
Abkürzungen  mit  Pi,  p.,>  ■  ■  ■>  Pq  ^^^  Constanten: 


-Sö- 
ul «M  «**"."    ,  o"' 

"11  ",^2g—2  a,_i,_l 

mit  /[ ,  /,,  .  .  .,  /,,  die  Ausdrücke: 

a'*'  «''  a'" 

"n  "ii  "n 

^2  =  '.-s  +  ;t,  {X,  +  zg  +  ■  ■  ■  +  ':,  (X,  + 1-,) , 

/5-I  =  /.•,-!    +   -j,-!)'"  (^5  +  ''»'' 
",-l.;-l 

<  j  =  Ä-j 

bezeichnet,  in  der  Form: 

/i=i  //'=i 

als  Summe  von  q  Quadraten  linearer  Functionen  der  x  darstellen  und  erhält  dann  mit 
Hülfe  der  Formel: 

+  00 


j '"■*■"  "'-V=^' 


bei  der  p  und  l  complexe,  von  der  Integrationsvariable  x  unabhängige  Grössen  be- 
zeichnen, deren  erste  der  Bedingung  zu  genügen  hat,  dass  ihr  reeller  Theil  wesentlich 
negativ  ist,  und  bei  der  die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Wurzel  so  auszuziehen  ist, 
dass  ihr  reeller  Theil  positiv  wird,  für  J  den  Werth: 


^        Pl  "         P'.  '         Pn 


wobei   endlich   das  Product  der  q   auf  der   rechten   Seite   stehenden  Wurzeln,  wie   un- 
schwer zu  zeigen  ist,  zu  der  einzigen  Wurzel: 


-|/(^jO! 


J  = 

+ 

vereinigt  werden  kann. 

Führt  man  diesen  Werth  iu  die  Formel  {F^  ein,  ersetzt  in  neuer  Bezeichnung 
die  Summationsbuchstaben  m^j^i,  »(,-1-2,  •  • .,  nip  durch  «^1,  «j+ä,  ■  •  •,  »p  und  definirt 
Grössen  g',  h'  durch  die  Gleichungen: 

so  geht  aus  der  Gleichung  (Z'o)  die  neue  Gleichung: 


86 


(F,)  ^ß]((4.=|/^^ 


■2    Sl,  ''u  "' 


-00,...,  +  «      2;       2;    (.vv'("v  +  »',0(''>''  +  S''.')+-^("»'  +  »'v)(''r  +  '''»«'') 

X       2        ^''"'   '  ~'  ""' 

"l >  ■  ■  •  1  > 

und  hieraus  schliesslich,   wenn  man    die    auf  der  rechten  Seite  stehende  ^-fach  unend- 
liche Reihe   durch  die  mit  ihr  identische  Thetafunction  ersetzt,  die  Gleichung: 


(II1<")  &[l]inl^-\/t^ 


,(5)       ^  '^     "f,fi"'f'    '."' 


2  2J   Sa'',,"' 


^Mw. 


hervor,    welche    die    gewünschte    Umformung    der    ursprünglichen    Function    &  M  (((())„ 
darstellt. 

4. 

Das  Resultat  der  vorhergehenden  Untersuchung  lässt  sich  nun,  wie  folgt,  aus- 
sprechen.    Die  Lösung  des  durch  die  Charakteristik: 


-iii'i) 


0  . 

0    0  . 

.  0 

1  . 

.00. 

.    0 

0  . 

0    0  . 

.  0 

0     . 

.10. 

.    0 

0  . 

0     1  . 

.  0 

0    . 

.00. 

.    0 

0  . 

0     0  . 

.  1 

0    . 

.00. 

.    0 

—  1  . 

0    0  . 

.  0 

0    . 

.00. 

.    0 

0  . 

.  — 1     0  . 

.  0 

0    . 

.00. 

0 

0  . 

0     0  . 

.  0 

0    . 

.01. 

.    0 

0   . 

0    0  . 

.  0 

0    . 

..00. 

.  1 

bei  der: 

Clg+lS-l-l  =  "«+2  9-1-2 


C99  •     •     •     C«  ;,    i    , 


611   =  ^»22        =    •   •   ■   =    635  =    1  . 

Ö,;+l'i-t-l    =    ''«-1-25+2    =    ■    ■   ■    =    '^PP    =     1 


ist,    während    alle   übrigen   Grössen  a,  6,  c,  b    den  Werth   Null    besitzen,    bestimmten 
Transformationsproblems  wird  durch  die  Gleichung: 


(III'''') 

geliefert,  bei  der: 


•K]((4-=j/' 


2  2J  ii,i''u  "' 


^K]w^ 
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(;.-=l,2,...,,) 


1     "=;  ■*=« 
^S"  '(=1  1=1 


(/,,,..'=I,2,...,S) 


Öii  1,'   =   —TT   (t'ü'u'  , 


=(<)) 


hr  =  ^£^>-> 


(.=7+1,,+«,  ...p) 
1  ' 


6...  =  n. 


^W    ;,=!   ;.=i     '>■     "*     ^^   ' 


(.«  =  1,2,. ..,7;  r  =  9+l,  2+2,...,p)  (v.i'=';  +  l,7+2,---.P) 

^f;.  =  —  K ,   K'  =  //"  >         <jy  =  i/. ,   /*;•  =  /'. ; 

(;"  =  !,  2 9)  (v=9  +  I,9  +  2 p) 

^J^"    i,=l  ,«'=1    ■ 

ist,  während  /l^  den  Werth  der  aus  Parametern  der  ursprünglichen  Thetafunction  ge- 
bildeten Determinante: 

^i'''  =  2:  +  «11  a^o .  .  .  a„ , 

äxl  (x,  A  ==  1,  2,  . . . ,  (/)  aber  die  Adjuncte  von  a^x  in  dieser  Determinante  bezeichnet, 
und  bei  der  endlich  die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Wurzel  so  auszuziehen  ist, 
dass  ihr  reeller  Theil  positiv  wird. 

Durch  ümkehrung  der  Formel  (lll')   erhält   man   als   Lösung   des  durch   die 
Charakteristik: 


rp-l 


bei  der: 

a,+i  ,+1  =  05+2  ,+2  ■■ 

C,,  =        Co, 


0  . 

.    0 

0    . 

.    0 

—  1  .  . 

0 

0  . 

.  0 

0    . 

.    0 

0    . 

.    0 

0.   . 

.  -  1 

0  . 

.  0 

0    . 

.    0 

1  . 

.    0 

0   .   . 

0 

0  . 

.  0 

0    . 

.   0 

0    . 

.  1 

0  .  . 

0 

0  . 

.  0 

1  . 

.     0 

0     . 

.    0 

ü  .  . 

0 

0  . 

.  0 

0    . 

.  1 

0    . 

.    0 

0  .   . 

0 

0  . 

.   0 

0    . 

.    0 

0    . 

.    0 

0  .   . 

0 

1  . 

.  0 

0    . 

.    0 

0    . 

0 

0  .   . 

0 

0  . 

.  1 

=  1 


c,,., 


in 


t).,„  =   .   .    .    =   b,,    =    —    1  , 

b,;+3,;+2    =    ■    ■    ■    =bpp    =  1 


ist,  während  alle  übrigen  Grössen  a,  b,  c,  b  den  Werth  Null  besitzen,  bestimmten,  zu 
dem  obigen  inversen  Transformationsproblems  die  Gleichung: 


(ira  ^[)]i^-i-}/'-^J, 


22:  *„',,«■■ 


^P]  ([«))<., 


bei  der  jetzt  die  v  als  unabhängige  Veränderliche,  die  b  als  willkürlich  gegebene 
Parameter,  die  k,  l  als  beliebige  reelle  Constanten  zu  betrachten  sind,  aus  denen  sich 
dann  die  Grössen  u,  a,  Ic,  l'  vermittelst  der  Gleichungen: 


1    >^=«  '-=1     -, , 


<"  .=1  ;.=i 

(v  =  }+l,  9+2, 


l(?) 


rfe) 


«VI 


?>,..■ 


C",/''=1.2.  ■ 


=1  A=i 


^ti) 


(H   =1,   2,    ...,  q) 

,9)  (/'  =  1,2 9;  »=9+1,9  +  2 P)  ('■■'■'  =  9+1,9+2: 

A-;,  =  i, ,      z;  =  —  k,, ,  k'„  =  k,,      K  =  k 

(,,  =  1,  2,   ...,  j)  (r  =  9  +  l,  9  +  2,  ...,p) 

zusammensetzen,  bei  der  ferner: 

1    '^=9  '■■'='1  -1 , 

j'«)  .=1    .■=! 

ist,  während  z/J,'^'  den  Werth  der  aus  Parametern  der  Function  ■9'  L  ((i'))«  gebildeten 
Determinante : 

byl  (x,  k  =  1,  2,  .  .  .,  q)  aber  die  Adjuncte  von  b,,).  in  dieser  Determinante  bezeichnet, 
und  bei  der  endlich  die  auf  der  rechten  Seife  stehende  Wurzel  so  auszuziehen  ist,  dass 
ihr  reeller  Theil  positiv  wird. 

Die  dem  Werthe  q  =  p  entsprechenden  Transformationen  {Tj^j^^p^) ,  iTJui,,))  sind 
von  besonderer  Wichtigkeit,  und  es  sollen  daher  die  ihnen  entsprechenden  Formeln 
zum  Schlüsse  hier  noch  aufgestellt  werden.  Zur  Ableitung  dieser  Formeln  hat  man 
in  den  Formeln  (lll'''),  (lll*'')  und  den  darauf  bezüglichen  Gleichungen  q=p  zu 
setzen.     Man  erhält  dann  als  die  Lösungen  der  durch  die  Charakteristiken: 


-m^p) 


1 

0 

0 

0 

1 

—  1  .  . 

.  0 

0 

0-  ■■ 

—  1 

TT' 


in  1') 


—  1   .  . 

.    0 

0 

0... 

—  1 

1 

0 

0 

0 

1 

bestimmten  Transformationsprobleme  die  Gleichungen: 

2  2;»„/.„^ 


^[fl 


^n 


l'=p 


(iTl''") 


^rac^')).=|/^^^-^^"^^    ^H(w)., 
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bei  denen  für  ft,  ft'  =  1,  2,  . . . ,  p: 

7t  i  '="  _ 


Uf,=- 

Tri 

y=p  _ 

£    byuVy, 

%u-  = 

5t' 

b,,-, 

Kfx  =  If,, 

r,  =  -h, 

"-i:: 

11  =p 

i.=i 

f''=i>  - 

£  buf,-Vf.Vu 
i('=i 

g'f.  =  —  K  ,       h'f,  =  g,. , 
l  ,"=p  ^'=p_ 

ist,  während  z/« ,  ^i,  die  Werthe  der  aus  den  Parametern  der  Thetafunctionen  ge- 
bildeten Determinanten: 

ida  =  2  +  ffji  a.,2  .  .  .  «pp ,  z/j  =  2:  +  6ii  622  •  •  •  ^/'/^  > 

Äxii,  iy}.  (x,  A  =  1,  2,  . .  .,  ^jj  aber  die  Adjuncten  von  a^;.,  6«;.  in  diesen  Determinanten 
beziehlich  bezeichnen,  und  die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Wurzel  in  jedem  Falle 
so  auszuziehen  ist,  dass  ihr  reeller  Theil  positiv  wird. 


£nAZEn  und  Priu,  Thntafuiictioueu. 


Fünfter  Abscliiiitt. 
Ziisanimensetznna:  der  allgemeinen  linearen  Transformation  ans  elementaren. 


1. 

In  den  drei  vorhergehenden  Abschnitten  sind  drei  Arten  von  elementaren 
linearen  Transformationen,  Tj,  Tn,  Tm,  gewonnen  worden;  es  soll  jetzt  nachgewiesen 
werden,  dass  jede  lineare  Transformation  T  sich  aus  solchen  elementaren  zusammen- 
setzen lässt. 

Zu  dem  Ende  stelle  man  in  T  sowohl  die  2jr  rationalen  Zahlen  0,  b,  als 
auch  die  2p-  rationalen  Zahlen  c,  b  als  Brüche  mit  gemeinsamem  Nenner  dar,  indem 
man  für  ^,  v  ^  1,  2,  .  .  .,  p: 

a  B  V  S 

UV  «■  rnr  *  f(  V  t  l^v 

."  ''  y         >  .<"■  y         !  ."  ''  g         '  I'  '■  S 

setzt,  wobei  die  a,  ß,  y,  d  ganze,  r  und  s  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und  der 
Fall  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  ein  Factor  von  r  gleichzeitig  Factor  aller  Zahlen 
K,  ß  und  ein  Factor  von  s  gleichzeitig  Factor  aller  Zahlen  y,  S  ist,  und  ebensowenig 
der  Fall,  dass  eine  der  beiden  Zahlen  r,  s  oder  beide  der  Einheit  gleich  sind.  Die 
lineare  Transformation  T  nimmt  dann  die  Gestalt: 


%,. 

r 

>■ 

y„v 

'jii 

*■ 

s 

an,  und  es  bestehen  zwischen  den  ganzen  Zahlen  «,  ß,  y,  d  die  j){2p  —  1)  Relationen: 

'^E  («,,,/,,/  -  a,,.y,,)  =  0,  'E{ß,,8,,r  -  ß,,,d,,)  =  0, 

£=1  £=1 

'^  rs,  wenn  jit  =  fi, 

E  («£.„0,,/  —  ysf,ß,iu')  =  ^  -  > 

t=i  <  -  I    r  /        Q  ^   wenn  ji  ^  ft , 

oder  die  damit  äquivalenten: 

'E'{a,,ß„.,  —  a^rA'^)  =  0,  'E{y„J,,.  -  y^.'ed,,)  =  0, 

(T) 

'={'  rs,  wenn  fi'=ft, 

(=1     '      ■  rf  < .     /         Q  ^   wenn  fi  ^  ^. 


U.,,„'=l,2,...,p) 


■,P) 
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Handelt  es  sich  nun  um  die  Zusaiumensetzung  der  vorliegenden  Transformation  T 
aus  elementaren,  so  hat  man  zunächst  die  Werthe  der  Zahlen  ß  ins  Auge  zu  fassen 
und  in  Bezug  auf  sie  die  folgenden  drei  Fälle  zu  unterscheiden : 

Fall    I:    Die  Zahlen  ß  seien  sämmtlich  der  Null  gleich; 

Fall  II:  Die  Zahlen  ß  seien  nicht  sämmtlich  der  Null  gleich,  uud  es  besitze 
ihre  Determinante  z/ <  =  2J  +  ^n /So.,  .  .  . /J^j p  einen  von  Null  verschiedenen  Werth; 

Fall  III:  Die  Zahlen  ß  seien  nicht  sämmtlich  der  Null  gleich,  es  besitze  aber 
ihre  Determinante  /Ji  den  Werth  Null. 

Diese  drei  Fälle  sollen  der  Reihe  nach  behandelt  werden. 


In  dem  ersten  Falle,  wo  sämmtliche  Zahlen  ß  den  Werth  Null  haben,  kann 
man  die  lineare  Transformation  T,  wenn  man  die  dann  stets  von  Null  verschiedene 
Determinante  E  -j-  dji  d^o .  . .  8pp  der  jf  Zahlen  S  mit  ^j,  und  für  ^i,  v  =  1,  2,  .  . . ,  p 
die   Adjuncte  von   d,,,.  in  dieser  Determinante  mit  d^v  bezeichnet,  in  die  Gestalt: 


T  = 


bringen,  wobei  die  Zahlen  y,  S  den  \ l^{p —  1)  Bedingungen: 


«^ 

0 

s 

5„„ 

^(y,,,.*,,.,  — y„.,(J„,)  =  0. 


0',,«'=1|2 p) 


genügen.     Ist    aber    dies    geschehen,    so    lässt    sich    die  Transformation   T  sofort   der 
Gleichunc: 


0 

0 

rj     , 

1    . 

,  u 

0 

0   . 

.  1 

1  .  . 

0 

'• 

1 

s 

0 

u 

0 

-■ 

1 

0 

0 

0  • 

1 

entsprechend  aus   elementaren   linearen  Transformationen   vom   Typus  T/,  Tu,  Ti  be- 
ziehlich  zusammensetzen. 

Eine  jede  lineare  Transformation,  bei  der  die  Zahlen  ß  sämmtlich  den  Werth 
Null  haben,  soll  eine  singulare  genannt  werden.  Das  vorher  gefundene  Resultat  lässt 
sich  dann  so  aussprechen,  dass  jede  singulare  Transformation  aus  drei,  oder  in  speciellen 
Fällen  aus  weniger  als  drei,  elementaren  siugulären  Transformationen  vom  Typus  Ti,  Tu 
zusammengesetzt  werden  kann. 

1-2* 
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Bevor   zur  Behandlung   des  zweiten    und   dritten  Falles    geschritten   wird,    soll 
zur  Orientiruug  Folgendes  vorausgeschickt  werden. 
Setzt  man  zwei  singulare  Transformationeu: 


O-'fi  r 

c,;,,. 

0 

b;,. 

S"  = 


a„,       1» 


Cv  i  ö;;, 


mit  der  zu  einer  beliebigen  Zahl  q^  p  gehörigen,  im  Anfange  des  Art.  4  des  vierten 
Abschnitts  angeschriebenen  elementaren  Transformation  2'^^^(,)  in  der  Reihenfolge  S', 
^///(5)>   ^"  '^^  einer  Transformation: 

T    =    S'  T^„(,y)  S" 

zusammen,  so  ist  in  der  Transformation: 


T  = 


für  jedes  (i  und  v  von  1  bis  p: 

a„,,  =  Z  UrOf',,  +    Z  a,,raf',,,, 
,=1  ,,=,1+1 


t=l  ,,=,+1      '  '     ,=1  ,.-,J^l 


b,,,.  =  z  b;,a;;,, 
b„. 


und  man  schliesst  daraus,  dass  die  zu  der  Transformation  T  gehörige  Determinante 
^-^  =  -S  ib  ^u  622  •  •  •  ^pp  iniDier  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  wenn 
q=p  ist,  dass  dagegen,  wenn  q<.p  ist,  die  Determinante  ^^  den  Werth  Null  be- 
sitzt, und  zugleich  ihre  sämmtlichen  Unterdeterminanten  jj —  l'"",  p — 2"",...,  q -\- V^^ 
Grades,  nicht  aber  ihre  sämmtlichen  Uuterdeterminanten  g'^'^  Grades  verschwinden. 


Mit  Rücksicht  auf  das  im  vorigen  Artikel  gewonnene  Resultat  soll  jetzt  zu- 
nächst untersucht  werden,  ob  jede  lineare  Transformation  T,  bei  der  die  Determinante  z/y 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  sich  aus  zwei  passend  gewählten  singu- 
lären  Transformationen  S',  S"  und  der  Transformation   T,„i„)  der  Gleichung: 


-  ///'/') 


'S'  ^iiiM  S' 


entsprechend  zusammensetzen  lässt. 

Bei  der  Durchführung  dieser  Untersuchung  findet  man   ohne  Mühe,  dass   die 
Transformationen  S\  S"  auf  unendlich  viele  Weisen  so  bestimmt  werden  können,  dass 


—    !i:3    — 

die  letzte  Gleiclum«^  erfüllt  ist,  und  dass  man  alle  der  aufgestellten  Gleiciuing  ge- 
nügenden Paare  zusanimeugehüriger  Transformationen  .S'',  S"  erhält,  wenn  mau  in  .S" 
an  Stelle  des  Systems  der  j)*  Grössen  b"  alle  möglichen  Systeme  von  jr  rationalen 
Zahlen,  deren  Determinante  ^^.,  nicht  verschwindet,  einführt  und  dann  zu  jedem 
solchen  Systeme  an  Stelle  der  übrigen  in  S',  S"  vorkommenden  Grössen  q',  c',  b',  a",  c" 
die  aus  den  Gleichungen: 


a„  ■  =  2 


V  rß 


a„y  = 


b;,. 


x=p  ;.=/) 

c;;..  =  2:  2: 


X=p 


jr  l>xV . 


(/'.'  =  >. « p) 


in  denen  allgemein  j3„v  die  Adjuncte  von  /3^,.  in  der  Determinante  J^,  ß^',  die  Adjuncte 
von  b^^r  in  der  Determinante  ^v  bezeichnet,  sich  ergebenden  rationalen  Zahlen 
treten  lässt. 

Durch  Einführung  passend  gewählter  specieller  Werthe  für  die  Grössen  b" 
kann  man  den  Transformationen  S',  S"  eine  besonders  einfache  Form  geben.  Setzt 
man  speciell  bi'i  =  b'ii  =  ■  ■  ■  ^  bpp  =  r ,  alle  übrigen  Grössen  b"  aber  der  Null  gleich, 
so  wird: 


0„v  = 


P,,.. 


C,„ ,.  =  «,„ , , 


b;,,=A"v, 


r  ,  wenn  v  =  ,u, 
0,    wenn  v  ^  a  , 


b;;, 


»■,    wenn  v  =  u  . 
0,  wenn  v  ^  u. 


Bildet  man  die  diesen  Zahlen  entsprechenden  Transformationen  6",  S",  indem  man 
zugleich  die  mit  ßf,,  bezeichnete  Adjuncte  von  ßf,,  in  der  Determinante  z/^^  von  jetzt 
an  mit  ß'f,y  bezeichnet,  und  führt  dieselben  dann  zugleich  mit  den  durch  die  Symbole 
T,  Tj^jfp)  bezeichneten  Transformationen  in  die  Gleichung  T  ^  S'  T^^jij.)S"  ein,  so 
erhält  man  die  Gleichunsr: 


«,., 

ßu  , 

r 

r 

Y^. 

\r 

s 

S 

1 

(^;,,. 

0 

0 

■^.i 

0 

"1, 1 

i^„, 

-1  •  • 

0... 

•  0 

—  t 

*    fl' 


und  weiter,  indem  man  auf  der  rechten  Seite  sowohl  die  an  erster,  wie  die  au  dritter 
Stelle  stehende  singulare  Transformation  nach  dem  iu  Art.  2  Gezeigten  aus  elemen- 
taren Transformationen  zusammensetzt,  die  Gleichung: 
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a  B 

r  r 

s  s 


1     .    ■   •    0 

0 

(,  .  .  .  1 

1 

0 

f%.^.. 

0 

1 

1    •   ■  •    0 

0 

0   •  ■  •    1 

1 

0 

r.J^^:::ä^„ßl, 

,     0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

—  1  •  • 

■  0 

0 

0  ■  ■  ■ 

—  1 

s^^ • • ■ 0 
0  •   •   •    s^^ 

0 

0 

^ - 
»■-.v 

welche  die  gewünschte  Zusammensetzung  der    gegebenen   Transformation   aus   elemen- 
taren darstellt. 


Im  Anschlüsse  an  das  am  Ende  des  Art.  3  ausgesprocheneu  Resultates  soll 
jetzt  weiter  untersucht  werden,  ob  jede  lineare  Transformation  T,  bei  der  nicht  nur 
die  Determinante  ^ß  sondern  auch  die  sämmtlichen  Unterdeterminanten  p  —  1**", 
p  —  2'™,  ...,  q -{■  V^"^  Grades  von  /Ip  verschwinden,  von  den  Unterdeterminanten 
g'^"  Grades  aber  wenigstens  eine  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  sich 
immer  aus  zwei  passend  gewählten  singulären  Transformationen  S',  S"  und  der  Trans- 
formation Tj^j^g)  der  Gleichung: 


S'T, 


///(•?) 


S" 


entsprechend  zusammensetzen  lässt. 

Bei   der  Durchführung  dieser  Untersuchung  mag   für   das   Folgende   zunächst 
vorausgesetzt  werden,  dass  speciell  die  Unterdeterminante  2'^"  Grades: 

ßv2    ■     ■    ■    ßl 
ß,,    ■     ■    ■    ß-2 


v^  = 


ß,^     A.-3 


ß.v. 


von  Null  verschieden  sei.  Man  findet  dann  ebenso  wie  in  dem  früheren  Falle,  wo 
^ß  von  Null  verschieden  war,  dass  die  Transformationen  S' ,  S"  auf  unendlich  viele 
Weisen  so  bestimmt  werden  können,  dass  die  Gleichung  T  =  S'  Tj^j^q^S"  erfüllt  ist. 

Für  den  vorliegenden  Zweck  genügt  es,  unter  den  unbegrenzt  vielen  möglichen 
Bestimmungen  der  Grössen  a',  c',  b',  a",  c",  b"  eine  solche  herauszugreifen,  bei  der  die 
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Transformationen  5",  S"  eine  übersichtliche  Form  erhalten.     Zu   dem  Ende   bezeichne 
man  mit  ß,t'  {£,  £  =  1,  2,  .  .  .,  q)  die  Adjuncte  von  /i„'  in  der  Determinante  V^,  setze: 

und  definire  Grössen  ?,  9,  |  durch  die  Gleichungen: 

?,,.■  =  ccuv  —  2;  ö,,,a,,., 


1    «=5     'i— P       U^^P.. 


=1  .,=9+1 


—  (  S,,,,  —  2;   p,,,.(J„,.), 
,<      V  f'=i  / 


Grössen  qp,  t/;  durch  die  Gleichungen: 
1  '='  ^„  Jr, 


(p„. 


\>=1, P  I 

(f  =  1+1.  1+3 /A 

\-=>.2 ,       ; 

(f=i+i,i+2,--,p\ 

\y  =  q  +  l,rj+2,...,pf 

('■='•' ^) 

\'  =  1.2 V/ 


Eine  Bestimmung  der  gewünschten  Art  wird  dann  durch  die  Gleichungen: 


?n 

k 

0 

•      0 

^.^ 

^.i 

Kl 

0 

•  •      0 

0 

S9+11  • 

■     ■     tq+i.q 

?,+l7+l     • 

•  •  ??+lp 

Spi    . 

•  ■  ipq 

5p9+X 

•    bpp 

«n        ■ 

.  .  «1, 

«1,;+!          •    • 

•  «Ip 

ßn    ■ 

■  •  ßll 

ßl.l+l 

•  ■  ß^P 

«,i       . 

.  .  a,, 

«7,+!         .    • 

•  «1P 

ß1^  ■ 

■  ■  ß11 

ß.,  J+1 

■  •  ßip 

65+u   . 

•     .     Qq+lq 

0 

.     0 

0   . 

.    0 

ii+1  q+i  ■ 

•  •  Sh-ip 

e^i     . 

•     •     ^P1 

0 

.     0 

0   . 

.     0 

5a  9+1 

•   ■  5pp 
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S"  = 


1 
r 

0 

0      .     . 

.     0 

0       • 

1 

0      .     . 

.     0 

^+11 
r 

"9+19 
r 

1 

r 

•     0 

0 

r 

r 

0      •     • 

1 

r 

9ii 

.     ■      (Plq 

i> 

17+1 

■  ■  i>ip 

r  . 

.  0 

—  rßg+ii  ■  ■ 

•     —  röj.i 

9ii      ■ 

■     ■     9q.l 

i, 

;'7+i 

■  ■  %p 

0  . 

.  .  '/ 

—  rß^+i,j  ■  ■ 

■        —  »•<^/.7 

9i+ii   • 

■     •     ffq+ll 

*9+l5+l     • 

•  •  tq+ip 

0  . 

.  .  0 

r       .  . 

0 

(Ppi      . 

■     fl'l 

i'j 

,+] 

.  .  tpp 

0  . 

.  0 

0        .  . 

r 

dargestellt.  Aus  diesen  singulären  Transformationen  S' ,  8"  und  der  Transformation  ^^^^(9) 
kann  man  die  gegebene  lineare  Transformation  T  in  der  Form: 

T  =  S  Tj^jf^^)  S 

zusammensetzen,  und  man  kann  daher  die  Transformation  T  auch,  da  jede  der  beiden 
Transformationen  S',  S"  als  singulare  Transformation  sich  nach  Art.  2  aus  elemen- 
taren Transformationen  vom  Typus  Tj,  Tu  zusammensetzen  lässt,  Tjjj{q)  aber  selbst 
eine  elementare  Transformation  ist,  ohne  Mühe  aus  elementaren  Transformationen 
zusammensetzen. 

Auf  Grund  des  gewonnenen  Resultates  kann  mau,  wie  in  Art.  5  des  ersten 
Abschnittes  gezeigt  ist,  auch  die  der  Transformation  T  entsprechende  Thetaformel  aus 
Thetaformeln,  welche  elementaren  Transformationen  entsprechen,  zusammensetzen. 
Hat  man  aber  im  Laufe  der  Untersuchungen  des  folgenden  Abschnitts  schon  die- 
jenige Thetaformel  aufgestellt,  welche  der  im  vorigen  Artikel  behandelten  Trans- 
formation T,  bei  der  z/^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  entspricht,  so 
kann  man  mit  deren  Hülfe  die  der  hier  vorliegenden  Transformation  T  entsprechende 
Thetaformel  auf  bedeutend  einfacherem  Wege  erhalten.  Es  beruht  dies  darauf,  dass 
man  die  vorliegende  Transformation  T  in  der  Form: 


T 


aus  der  Transformation: 


inip—i) 


T 
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rp  rp  rp — I         


0  . 

.  1 

0  .  . 

0 

0 

.    0 

0    . 

.    0 

0 

(1 

0  .  . 

.       0 

0    . 

.    0 

1   . 

.    0 

0   . 

.   0 
.  0 

0  .  . 

0 

0    . 

.    0 

0    . 

.  1 

0 

0  .  . 

0 

1  . 

.    0 

0    . 

.    0 

0  . 

.  0 

0  .  . 

0 

0    . 

.  ] 

0    . 

.    0 

0   . 

.  0 

—  1  ■  • 

0 

0    . 

.    0 

0    . 

.    0 

0...0      0—1    0 


und  der  Transformation: 


T  = 


«11 

"i? 

(^IJ+l 

(^1. 

ßn 

..    hl 

"l«+l 

"ip 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

%i 

"99 

ß,,+i 

^9P 

(^,. 

Pqg 

%9+l 

__  "±t; 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

'■ 

r 

%+ii 

%+l7 

^1+1  7+1 

ßq+lp 

^9+11 

ß„+l,, 

%+l  7+1 

"7+1  ^ 

r 

r 

'■ 

r 

r 

r 

r 

r 

%i 

%9 

ßpq+l 

^P 

ß,i 

Ppq 

%7+l 

"PP 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

r 

s 

hl 

s 

*19+1 

s 

*l^ 

*ü   . 

..     'Jl 

s 

''iH-i 

s 

s 

hl. 

s 

In. 

s 

*?9+l 
S 

s 

s 

..     "ll 
s 

_  hl±\ 

8 

s 

^7+11 

y,+i, 

*H-i9+i 

^9+lP 

Vi. 

Vi  7 

Vt+ij+i 

Y,+ip 

S 

■■* 

■■•■ 

*■ 

■'•' 

■'"' 

■''' 

s 

^A 

s 

*^v+i 
s 

S 

S 

_  l'"&l 

s 

'(p£ 

S 

bei  der   die  Determinante   der  p-  im  zweiten  Quadranten   stehenden  Grössen    von  Null 
verschieden  ist,  zusammensetzen  kann. 


6. 

Es  erübrigt  jetzt  noch,  im  Anschlüsse  an  das  im  Eingange  des  vorigen 
Artikels  Bemerkte,  den  allgemeineren  Fall  zu  behandeln,  der  durch  die  Voraussetzung 
charakterisirt  ist,  dass  die  Determinante: 

Kka/kr  und  Pkvm,  ThctufuQCtioneu.  13 
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/3„„,„   /3.„, 


wobei  »Kj ,  M(2 ;  •  •  ■  >  '"?  1^°*^  "i  >  '^s !  •  ■  • )  '^1  ^^^i  beliebige  Combinatioueu  der  Zahlen 
1  2  ...  p  zur  2'*°  Classe  ohne  Wiederholung  bedeuten,  eine  nicht  verschwindende 
Unterdeterminante  g*""  Grades  von  z/^  ist,  während  alle  Unterdetermiuanten  höhereu 
Grades  verschwinden.  Dieser  allgemeinere  Fall  kann  aber  unter  Benutzung  der  im 
vorigen  Artikel  für  den  speciellen  Fall  gewonnenen  Resultate  leicht  erledigt  werden. 
Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  von  m^ ,  m^ ,  . .  . ,  niq  verschiedenen  Zahlen 
aus  der  Reihe  1,  2,  ...,  p  in  der  natürlichen  Reihenfolge  mit  »ij+i ,  m^+2,  ■■■,  nip, 
ebenso  die  von  Wj ,  n^,  .  .  .,  «,  verschiedenen  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  .  .  .  ,  p  in 
der  natürlichen  Reihenfolge  mit  n^j^i,  M5+2,  •••,  »V  und  definire  alsdann  zwei  elemen- 
tare lineare  Transformationen  vom  Typus  Ti  durch  die  Gleichungen: 


K"  = 


x'n 

s<ij9 

0 

k'„i 

Xpp 

0 

üpi 

X'lp 
}Cj,p 

x'n 

ü'ip 

0 

^pi 

^pp 

0 

x'pl 

wobei  für  jedes  p  von   1   bis  p: 

X[,n„    =   1  ,  ^mad  =    1 

ist,  während  alle  übrigen  Grössen  x,  x"  den  Werth  Null  besitzen.  Bezeichnet  man 
dann  die  zu  den  Transformationen  K',  K"  inversen  Transformationen  mit  A'  ~  ,  K  ~ 
und  setzt  aus  diesen  und  der  Transformation  T  eine  neue  Transformation: 


r 

r 

s 

_ 
s 

der  Gleichung: 

gemäss  zusammen,  so  ist  in  dieser  für  jedes  jt  und  v  von  1   bis  j): 

CCuy  =  «m    ,,    ,  ßur  ==  ßm    n    ,  Vnr  =  Vm    n    ,  <)u  i-  =  Ö,,,    „    \ 
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es  hat  folglich,  in  der  Transformation  T  die  ünterdetermiuante  /jr'""  Grades  V-  =  2? 
A^  ßii  ßii  ■  ■  •  ßii  ^ß'"  Determinante  z/-,  da  sie  mit  der  Determinante  V*J"'"'  identisch 
ist,  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  während  alle  Unterdeterminanten  q  -\-  l""" 
Grades  verschwinden,  und  es  lässt  sich  daher  nach  dem  im  vorigen  Artikel  Bewiesenen 
die  Transformation  T  aus  zwei  singulären  Transformationen  S',  S"  und  der  Trans- 
formation  T^^,(4)  zusammensetzen  in  der  Form: 

T  =  S'  Tjij(,i)  S". 
Aus  der  die   Transformation    T  defiuirenden  Gleichung  folgt  aber  unmittelbar: 

r  =  Ä'  TK" 

und  hieraus  weiter,  indem  man  T  durch  S'  Tj^^iq)  S"  ersetzt  und  die  beiden  singulären 
Transformationen  K'  S'  zu  einer  einzigen  S',  die  beiden  singulären  Transformationen 
S" K"  zu  einer  einzigen  S"  vereinigt,  schliesslich  die  Gleichung: 

T  =  S'  Tjjj(^)S". 

Damit  ist  aber  bewiesen,  dass  die  Transformation  T,  bei  der  die  Unterdeterminante 
^r"""  Grades  V^"' '  der  Determinante  z/y  einen  von  Null  verschiedeneu  Werth  besitzt, 
während  alle  Unterdeterminanten  höhereu  Grades  verschwinden,  sich  aus  zwei  singulären 
Transformationen  S',  <S"  und  der  Transformation  T^j^^q)  der  Gleichung  T  =  S' T j^^iq)  S" 
gemäss  zusammensetzen  lässt,  und  sie  kann  daher  auch,  da  jede  der  beiden  Trans- 
formationen 8',  S"  als  singulare  Transformationen  sich  nach  dem  in  Art.  2  Gezeigten 
aus  elementaren  Transformationen  vom  Typus  Ti,  T// zusammensetzen  lässt,  T^^^i,,)  aber 
selbst  eine  elementare  Transformation  ist,  ohne  Mühe  aus  elementaren  Transforma- 
tionen zusammengesetzt  werden. 

Überblickt  man  zum  Schlüsse  noch  die  in  diesem  Abschnitte  gewonnenen 
Resultate,   so  lassen  sich  dieselben  zu  folgendem  Gesammtresultate  zusammmenfassen: 

Sieht  man  von  dem  Falle  ab,  in  welchem  die  lineare  Transformation  T  eine 
singulare  ist,  und  in  welchem  zu  ihrer  Zusammensetzung  aus  elementaren  Trans- 
formationen nur  Transformationen  vom  Typus  Ti,  Tu  verwendet  zu  werden  brauchen, 
so  erfordert  die  Zusammensetzung  einer  linearen  Transformation  T  aus  elementaren 
ausser  Transformationen  vom  Typus  T/,  Tu  immer  die  einmalige  Anwendung  einer 
Transformation   vom  Typus   Tm. 

Die  sämmtlichen  linearen  Transformationen  T  zerfallen  in  /)  -|-  1  strenge  ge- 
schiedene Klassen,  welche  den  Typen: 

S,      S'T„/i)S",       S'r,„(2)S",    .    .    .,    5'T,,,(P)S", 

wobei  S,  S',  S"  singulare  Transformationen  bezeichnen,  entsprechen;  in  dem  Sinne, 
dass  eine  Transformation  S  sich  niemals  auch  in  der  Form  S'  Tj^^iq)  g"  darstellen  lässt, 
und  eine  Transformation  S'  T,^J^^^S"  weder  sich  auf  eine  Transformation  S  reduciren, 
noch  sich  auch  in  der  Form   S'T^jjiqlS",  wobei  q'^q  ist,  darstellen  lässt. 


Sechster  Absclmitt. 
Aufstellnng  der  zn  der  allgemeinen  linearen  Transformation  gehörigen  Tlietaformel. 


1. 

Nachdem  im  vorigen  Abschnitte  nachgewiesen  worden  ist,  dass  sich  jede 
lineare  Transformation  T  aus  elementaren  linearen  Transformationen,  T/,  Tu,  Tun 
und  daher,  mit  Rücksicht  auf  Art.  5  des  ersten  Abschnitts,  auch  jede  zu  einer  linearen 
Transformation  gehörige  Thetaformel  aus  den  im  zweiten,  dritten  und  vierten  Ab- 
schnitte aufgestellten,  den  elementarn  Transformationen  entsprechenden  Thetaformeln 
zusammensetzen  lässt,  soll  jetzt  der  Aufbau  der  zur  allgemeinen  linearen  Trans- 
formation: 


r 

s 

s 

gehörigen  Thetaformel  in  Angriff  genommen  werden.  Auf  Grund  der  im  vorigen 
Abschnitte  erhaltenen  Resultate  hat  man  dabei  in  Bezug  auf  die  Transformation  T 
die  folgenden  vier  Fälle  zu  unterscheiden: 

Fall   I:    Die  Zahlen  j3  seien  sämmtlich  der  Null  gleich; 

Fall  II:  Die  Zahlen  /J  seien  nicht  sämmtlich  der  Null  gleich,  und  es  besitze 
ihre  Determinante  A^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth ; 

Fall  III:  Die  Zahlen  /3  seien  nicht  sämmtlich  der  Null  gleich,  und  es  besitze 
die  Unterdeterminante  5"^°  Grades  V^;  =  2J  +  ß^ß-^^  ■  .  ■  ß,jq  der  Determinante  z/^  einen 
von  Null  verschiedenen  Werth,  während  alle  Uuterdeterminanten  q  -)-  1'*^"  Grades  von 
z/^  verschwinden; 

Fall  IV:  Die  Zahlen  ß  seien  nicht  sämmtlich  der  Null  gleich,  und  es  besitze 
die  Unterdeterminante  0'*°  Grades  V«"'  "'=  2J+  ß^,«.  ßm  7,  •  ■  ■  ß,,,  «  der  Determinante  z/^ 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  während  alle  Unterdeterminanten  q  -f-  l'""  Grades 
von  Jfi  verschwinden. 
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Der  zweite  der  soeben  aufgestellten  vier  Fälle  soll  zuerst  behandelt  werden. 
In  diesem  Falle  wirJ  die  Zusammensetzung  der  vorliegenden  Transformation  T  aus 
elementaren  durch  die  am  Ende  des  Art.  4  des  vorigen  Abschnitts  aufgestellte 
Gleichung  geliefert,  und  um  die  zu  der  Transformation  T  gehörige  Thetaformel  zu 
erhalten,  hat  man  die  sechs  Thetaformeln,  welche  den  sechs  auf  der  rechten  Seite  der 
erwähnten  Gleichung  stehenden  elementaren  Transformationen  entsprechen,  aufzustellen 
und  dieselben  alsdcUiii  nach  der  in  Art.  5  des  ersten  Abschnitts  gegebenen  Vorschrift 
zusammenzusetzen. 

Es  entspricht  nun  zunächst  der  durch  die  Charakteristik: 


0 


0  (3„, 


bestimmten    elementaren   Transformation    die    aus    der    Formel  (I,)    des    zweiten    Ab- 
schnittes für  df,,.  =  ßuv  unmittelbar  hervorgehende  Thetaformel: 


(1) 

4:   \^ 

wobei: 

.(/. 

= 

.=1 

t^t" 

."=1 

4r.[:]w..="'2'"^ 


0, 1, . . . ,  ^■,—1 
dp 


h       J 


_  H=P  -  f=P 

Q,.  =   Z  ßl..  Qf, ,  K  =  Z  ß,f.  h„  , 

i,=i  11=1 

,,=1  ,,'=1 


(••>   =1.  2 p) 


Der  durch  die  Charakteristik 

1  . 

0 

0 

1  •  ■  •  0 
^"„fß,.       ■    ■    ■ 
0  •  •  •  1 

bestimmten  elementaren  Transformation  entspricht  ferner  die  aus  der  Formel  (IT)  des 
dritten  Abschnitts  für  e^,,  =  Z  u„,ß,.,  bei  passender  Wahl  der  Bezeichnung  hervor- 
gehende  Thetaformel: 

"         '^"  """  U)    (1). 


(2)  » \i:y%. = »[jsjc""').,. 


2;     2(     2/  «,,,•',■,»,■  »,■"■  — .i     2.  ",,,i,,9, 
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wobei: 


9' 


9l'\ 


I    t=l 


Der  durch  die  Charakteristik: 


1 

0 

0 

0 

1 

—  1  .  . 

.  0 

0 

0      ■ 

-  1 

bestimmten    elemeutaren  Transformation    entspricht   weiter   die    aus  der  Formel  (lll    ) 
des  vierten  Abschnitts  bei  passender  Wahl  der  Bezeichnung  hervorgehende  Thetaformel: 


(3) 
wobei: 


.-C/. 


M'  =  ^i', 


2     Zj     Oy        /',. 


{r,  r'=l,  2 ,p) 


(3)  m      ■    '  f(2)    (2) 


^(,(2)    r=l     r=l 

ist,  während  z/,(ä)  den  Werth  der  aus  den  Parametern  h'^],'  der  auf  der  linken  Seite  stehen- 
den Thetafunctiou  gebildeten  Determinante  ^J+öü  622  •  •  •  ^pp,   h/i/,'   (ft,  ft'  =  1,  2,  .  .  . ,  p) 
aber  die  Adjuncte  von  ?>J,,,'  in  dieser  Determinante  bezeichnet,  und  die  auf  der  rechten 
Seite  stehende  Wurzel  so  auszuziehen  ist,  dass  ihr  reeller  Theil  positiv  wird. 
Der  durch  die  Charakteristik: 


"      .i; 

0 

0 

rsd^ • ■     0 
0  ■  ■  ■  rsJ^ 
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bestiinmteu  elementaren  Transt'ormatiun  entspricht  weiter  die  aus  der  Formel  (I3)  des 
zweiten  Abschnitts  für  7  =  rsJ^i  bei  passender  Wahl  der  Bezeichnung  hervorgehende 
Thetaformel: 

u,i,...,,-,J,-i     r  gm  ^5 


wobei 


.^y.<')j 


'V*) 


.,(*) 


.,(3) 


Der  durch  die  Charakteristik: 


(••,»■  =  1,2 p) 


1 

0 

0 

0      .      .      . 

1 

1 

0 

rs^^SS^^ 

J\., 

0 

1 

bestimmten  elementaren  Transformation  entspricht  weiter  die  aus  der  Formel  (II)  des 
dritten  Abschnitts  für  Cf,,.  =  rszljiUdatß'yc  bei  passender  Wahl  der  Bezeichnung  her- 
vorgehende  Thetaformel : 


(5)  *[S]((^'*')u=*ß:;]{(^<^')u,' 


1=1   ,=1    j=i  '  1=1    (=1 


wobei: 


g':>  =  ^W  ^  ;^lo;  _  /;W  _^  ^  ^.^.^^  ^  _^^^^,^    _  ^^^^^    ^     ^  dr,ß'^,(ß\ 


■P  «=/> 

'    S  ( 
1  «=l 


(v,r'=l,2 p) 


„(5)  ,..(4)  ,(6)  ,(4) 


«>;'  =  .i,;*^ ,        C-  =  i'r;  +  rsJ(>  E  8,.,ß\..,nt. 


Endlich  entspricht  der  durch  die  Charakteristik: 

sJ^  ...  0 
....  0 


•"'.f 
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bestimmteu  elementaren  Transformation  die  aus  der  Formel  (I3)  des  zweiten  Abschnitts 
für  g  =  sz/,'  bei  passender  Wahl  der  Bezeichnung  hervorgehende  Thetaformel: 


(6)      (^4^)^^ß:;]( 

wobei: 


^'%.= 


U,  1,  . . . .  V  ^/ ,— 1 

2'  » 


-iE,f,r 


h.r- 


mh  e 


1     i.^^y 


(«^,-*V' 


7  fci7' . 


(v,l.'  =  l,2,...,p) 


Mau  setze  nun  zunächst  die  Formeln  (1),  (2),  (3),  (4)  zusammen.  Zu  dem 
Ende  hat  mau  die  iu  der  Gleichung  (2)  auf  der  linken  Seite  vorkommenden 
Grössen  t;'i>,  U^^i  als  nicht  verschieden  von  den  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (1) 
vorkommenden    Grössen    li''',  W'    anzusehen    und    zugleich    für   jedes   v  von    1    bis   p: 

g-^^  ==  — -  (^r  +  pi) ,    ^h    =Ttr   ZU  setzen;    die   auf  der   linken  Seite  der  Gleichung  (3) 

vorkommenden  Grössen  v<^',  &<'•*',  ^'^',  A'^'  als  nicht  verschieden  von  den  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (2)  vorkommenden  Grössen  ?;*-',  6'^',  g'-^K  1P\  und  ebenso  die  auf 
der  Imken  Seite  der  Gleichung  (4)  vorkommenden  Grössen  v^^\  U^\  g^^\  W^  als  nicht 
verschieden  von  den  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  vorkommenden  Grössen  v'-^\ 
J(3)^  g[i)^  7j(3)  2u  betrachten,  sodass  alsdann  allgemein  d.  h.  für  ;c  =  2,  3,  4  die  auf 
der  linken  Seite  der  x'™  Gleichung  stehende  Thetafunction  mit  der  auf  der  rechten 
Seite  der  n  —  1*°°  Gleichung,  entweder  allein,  wie  bei  den  Gleichungen  (2),  (3),  oder 
als  allgemeines  Glied  einer  Summe,  wie  bei  der  Gleichung  (1),  vorkommenden  Theta- 
function identisch  ist.  Nachdem  dies  geschehen,  ersetze  man  in  der  Gleichung  (1)  die 
auf  der  rechten  Seite  hinter  dem  Summeuzeichen  stehende  Thetafunction  dui-ch  den 
aus  der  Gleichung  (2)  dafür  sich  ergebenden  Ausdruck,  nachdem  man  zuvor  in  dieser 

letzten  Gleichung  die  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Function  -9^   -^  ,    ((t''"' ))j{2)    mit 


Hülfe    der    Gleichung  (3)    durch    die    Function  %\  ^^^^    ((i''"))4(3)    und    diese    letztere    mit 

Hülfe  der  Gleichung  (4)  durch  Thetafunctionen  mit  den  Argumenten  #'  und  den 
Parametern  W^'>  ausgedrückt  hat.  Man  erhält  dann  nach  einigen  leicht  ersichtlichen 
Umformungen  die  zu  der  Transformation: 


%.' 

ß,ur 

rsJ^ 

rs^^ 

— (j;v 

0 

gehörige  Thetaformel  in  der  Gestalt? 
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(F,) 


^\l\i")) 


wobei : 


V 


_^ 


"yj'vu 

^1  /.'  >■         fl 


..,r,./,_l 


)m ' 


g,.  =  kEa,,^,.,  +  E{a..^(j^  -  ß,.,h,), 


S^i 


(r,y=l,2,...,p) 


o.i,...,j,-i  - 1: 2: 2;  ^"^^  ?^ ?/,.«,  + 2 z 2; 'j-^' (<',,  + +  2;«,,,*,. ,)(>«> 

?,'•■••  (V 

ist,    wälirend   iu  Übereinstimmung    mit   der   in  Art.  1    des  ersten  Abschnitts  gewählten 
Bezeichuuns: 


y    (uruTtl  +    E  ß,.„    a,„A   =  A..r 


0».  >•  =  >,  1^. . 


gesetzt  und  mit  z/j  die  stets  von  Null  verschiedene  Determinante  2^  +  4,,  A^^  ■■  ■  -^ppt 
mit  J.i, ,  die  Adjunete  von  Äuv  in  dieser  Determinante  bezeichnet  ist. 


Die  soeben  eingeführte,  von  den  ganzen  Zahlen  s, ,  a^,  . .  .,  Op  abhängige 
Summe  (?[öi  ö^  . . .  <Jp],  für  die  im  Folgenden  auch  das  kürzere  Zeichen  G  [ff]  an- 
gewandt wird,  ist  im  Allgemeinen  nicht  für  jedes  VVerthesystem  ffj,  ff. ,  Op   von 

Null  verschieden.  Es  ergibt  sich  nämlich,  dass  diejenigen  Systeme  ganzer  Zahlen 
ffi ,  ffj ,  .  .  . ,  Gp,  für  welche  G  [ff]  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  identisch 
sind  mit  jenen  Systemen  ganzer  Zuhlen  ff,,  ffo ,  ...,  6,,,  welche  den  Gleichungen: 

-i:i:u"-^^^^  e;;'?y  ».  +  2  2;  2;-;'^  (o,+  iZ.,„i,A  0,;'.,. 

(E)  {e  =1,  ^ 

/  =  1,  2,  ...,  wi, 

in  denen  p'^'^,  p^'',  ...,  p''>    («=1,  2 ?«i    die    sämmtiichen    Normallösungen    des 

Congrueuzensystems: 

Kbazer  und  Pbym,  Thetaftmctiouoti.  14 
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(C) 


2;Zttri/3;.„'9,„'^0  (moil.  4i),    .   ..,    Z'Z«,^,/i,',/py  ^0  Cmod.  4:() 


bezeichnen,    genügen,    und    weiter,    dass    diese    Zahlensysteme    sämmtlith    durch    das 

Gleichungensystem: 

ö,,  =  ö,,  -f-  2;  («,,^,  Xf,  —  /3,„  1,,)  (.  =  1, 2, . . . ,  p) 

f 

geliefert  werden,  wenn  mau  darin  unter  6^,  0^  >  ••■>  ^p  irgend  eine  Lösung  der 
Gleichungen  {E)  versteht,  für  die  x,  X  aber  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Systeme 
von  je  2p  ganzen  Zahlen  setzt.     Auch  ergibt  sich  die  Gleichung: 

G  [dl  +  Z  {aif,Xf,  —  ßiuL)  .  ..  0p+  i:  (cCpf^Xf,  —  ßpf.^f,)] 

^    ^  v„  r.u        ni  +  iEi:  -Y  ( °.,  +  4  2; «„ , ,A , )  '„ «'■ 

Unter  Benutzung  dieses  Resultates  kann  man  die  am  Schlüsse  des  Art.  2  auf- 
gestellte Thetaformel,  wenn  man  für  v  =  \,  2,  . .  .,  j>: 

2J(a,,uXf,    —    ßvulfi)   =    >]r 

setzt  und  mit  n  die  Anzahl  der  Normallösuugen  des  Congruenzensystems: 

tji  =  0  (mod.  rsJ^i) ,     %  =  0  (mod.  rsJ^) ,  .  .  .,  rjp^O  (mod.  rszJß) 
bezeichnet,  in  die  reducirte  Gestalt: 

■  E  E  E    "'",'•"  »,, ?^,'  »'■  +  ä  Z"  y„  /'^  ^; 


-r*p]c«)).=^;t^ 


.0 


(?[ö] 


(^2) 


0,1, 


2 


X    ^ 

bringen. 


5^-1  EEE  ^^ 

,,    f,'      r  f 


'"*"'ff  '^   ('•■''  -f  """'■"  )^''' 


Aus  der  gewonnenen,  der  Transformation  r<''^'^'*'  entsprechenden  Thetaformel 
und  den  beiden  noch  übrigen  in  Art.  2  aufgestellten  elementaren  Thetaformeln  (5),  (6) 
soll  jetzt  durch  passende  Verbindung  die  der  vorgelegten  linearen  Transformation  T 
entsprechende  Thetaformel  gebildet  werden.     Zu  dem  Ende  setze  mar  in  der  Formel  (5): 


^'^'-^(l  +  ^'  +  n^)' 


h':' 


rsijy 


(••  =  1, 2 t) 
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betrachte  die  in  dieser  Formel  vorkoinmeiideu  Grössen  v^*\  &<*'  als  nicht  verschieden 
von  den  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (Fo)  stehenden  Grössen  v^*>,  t"'  und 
weiter  die  in  der  Formel  (6)  vorkommenden  Grössen  (/<^',  /('•'',  t;'*',  U^^  als  nicht  ver- 
schieden von  den  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (5)  stehenden,  durch  die  soeben 
gemachten  Festsetzungen  mitbestimmten  Grössen  (/'*',  h^^\  v^^\  U^K  Es  wird  dann  die 
auf  der  linken  Seite  der  Formel  (5)  stehende  Thetafunction  mit  der  im  allgemeinen 
Gliede  der  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (jP,)  stehenden  Summe  vorkommen- 
den identisch,  ebenso  wird  die  alif  der  linken  Seite  der  Formel  (6)  stehende  Theta- 
function mit  der  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (5)  stehenden  identisch,  und  man 
erhält,  indem  man  in  der  Formel  (F^),  nach  vorhergegangener  Multiplication  derselben 
mit  {s^if,  die  auf  der  rechten  Seite  hinter  dem  Summenzeicheu  stehende  Theta- 
function durch  den  aus  der  Gleichung  (5)  dafür  sich  ergebenden  Ausdruck  ersetzt, 
nachdem  man  zuvor  in  dieser  letzten  Gleichung  an  Stelle  der  auf  ihrer  rechten  Seite 
stehenden  Thetafunction  den  aus  der  Gleichung  (6)  dafür  sich  ergebenden  Ausdruck 
eingeführt  hat,  die  zu  der  vorgelegten  linearen  Transformation  T  gehörige  Thetaformel 
nach  ziemlich  weitläufigen   Umformungen  in  der  vorläufigen  Gestalt: 


0 


,V(.9.  I')    'PW 


G[a] 


0,l,....r,,^^— 1    0,1,  ...,,J^-l     -  ±  2J  >i,   'ir  "i  +  i;  x„  ).i^,7li  -  ^    21E{yyf,iyu'h  —  ''vni>vn'h)"'--;r^9r'>r 


wobei: 


•r.V^f  ('^^ +"'+''■•)(?■  +^')'" 


g  +  B+  n 


i^h, 


V,  =  —  E  A'u ,  ■»„ , 


"  /<  '  '  (.,i'  =  l,2,...,;<) 

g,  =  i See, „  ß,„  +  2:  («, ,;,,,  -  ß,„ //„)  ,       h,  =  ir2:y,,d.„  +  £{- y,,9,  +  6rM  , 

Qr  =  ^rsJii:d,,ß',—2:2:d,,ß',j0,+l-2:a,',,ß,'f,)-)-sZßr.,x,  —  iiJ^H2:y,,,dr., 
ist. 

14* 
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Die  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  {F^)  stehende  Summe  erleidet  nur 
eine  Umstellung  ihi-er  Summanden  und  folglich  keine  Änderung  ihres  Wertlies,  wenn 
man  im  allgemeinen  Gliede  derselben  die  Grössen  x,  k,  p  um  irgend  welche  ganze 
Zahlen  ändert.  Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  kann  der  letzten  Formel  eine  einfachere 
Gestalt  gegeben  werden. 

Zu  dem  Ende  ersetze  man  zunächst,  indem  man  beachtet,  dass  die  Grössen  p , 
wie  unschwer  zu  zeigen  ist,  ganzzahlige  Werthe  besitzen,  für  jedes  v  von  1  bis  jj 
P'   durch  p,,  —  Q,- 

Um  sodann  weitere  Vereinfachungen  der  Formel  vorzubereiten,  bezeichne  man 
mit  Xfi,  Jf,  (ft  ^  1,  2,  .  .  .,  j))  2p  ganze  Zahlen,  weiche  den  2'  Congruenzen: 

%  ^f  0  (mod.  r),     ^.,^0  (mod.  rj,    .  .  .,    r]p  ^  0  (mod.  r) 

genügen,  und  ersetze  für  jedes  ft  von  1  bis  ^j  Zf,  durch  jc„  +  Hu ,  A,,  durch  A^,  -)-  A^, 
und  gleichzeitig  für  jedes  v  von  1  bis  j)  p,  durch  p,  —  ^,'iV'v'i  dabei  sind  zur  Ab- 
kürzung mit  rjr ,    rj'y   die  Ausdrücke: 

7],  =  2:{arf,%,,  —  ßyf,lu),  ^h  =  2:  (-  y,f,x,,  +  (3,„Ä,,)         (.=1, 2,...,  „) 

bezeichnet.  Die  dadurch  entstehende  neue  Summe  unterscheidet  sich  dann  nach  dem 
vorher  Bemerkten  von  der  ursprünglichen  nur  durch  die  Anordnung  der  Glieder; 
setzt  man  daher  für  das  System  der  2p  ganzen  Zahlen  JCj ,  .  .  .,  Xp ,  X^,  ...,  kp  der 
Reihe  nach  die  sämmtlicheu  Normallösungen  des  Congruenzensystems: 

S^ßrji^O  (mod.rszJ/i),     s^ß%^0  (mod.  rsz/^,j) ,  ...,  s^/j^^^O  (mod.  rsz/^), 

bezeichnet  die  Anzahl  dieser  Lösungen  mit  n  und  addirt  die  n  so  entstandenen 
Summen,  so  erhält  man  eine  neue  Summe,  welche  das  «'-fache  der  ursprüngliclien 
ist.     Auf  diese  Weise  geht  aus  der  obigen  Thetaformel  die  neue: 


^ 


P       V 

H 


il  +  a-\-  n 


h  +  rf 


hervor,  bei  der: 


U,  1,. 


2 


,5^_,  j^^^X -■+2;^,„^. «-■-^2:p^  +  +  ^.,,,^,,)?.-("..+* 2:.„,^„,„)Y.,].,- 
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ist;  dabei  deutet  der  Accent  am  Summenzeichen  an,  dass  zur  Bildung  dieser  Summe 
an  Stelle  des  Systems  der  2p  Grössen  x^,  ...,Xp,  Ä, ,  .  . . ,  Ä^j  von  deu  {ra^j.fp 
Variationen  der  Elemente  0,  1,  .  .  .,  rsZl^  —  1  zur  223'°°  (Jlasse  mit  Wiederholung  nur 
diejenigen,  n'  au  der  Zahl,  treten  sollen,  für  welche  die  p  Grössen  jj,  ,  r]^,  ...,  r)/, 
sämmtlich  durch  r  theilbare  ganze  Zahlen  sind. 


Die    soeben    eingeführte,    von    deu    ganzen    Zahleii    p,  ,  g.,,  ...,  g^    abhängige 

Summe   H\ -~- ■  ■  • -f- \,    für   die   im  Folgenden    aucii    das  kürzere  Zeichen  if    —-      an- 

gewandt   wird,    ist   im  Allgemeinen   nicht    für   alle  Werthesysteme  p, ,  g.,,  ...,  p^,    von 

Null  verschieden.     Es  ergibt  sich   niimlith  zunächst,  dass  H  \  —- \   immer  verschwindet, 

wenn    die    ganzen    Zahlen    p, ,  po ,  .  .  . ,  p^    nicht    sämmtlich    durch    zli    theilbar    sind. 
Ist  aber: 

Pl  =  z/j<Ti  ,       P2  =  ^„to  ,     .    .    .,     Qp  =  ^fitp, 

wobei    Tj ,  Tg,  ■.-,  tp    ganze   Zahlen    sind,    so   geht   S\—      in  ^'j' U\t^    über,    wenn 
man  mit  H\x'\  die  Summe: 


bezeichnet,  bei  der  der  Accent  am  Summenzeicben  bedeutet,  dass  an  Stelle  des  Systems 
der  2p  Grössen  Xi,  .  .  .,  Xp,  A, ,  .  . . ,  Ap  von  den  (rs^P  Variationen  der  Elemente 
0  l,  .  .  .,  rs  —  1  zur  22/*""  Classe  mit  Wiederholung  nur  diejenigen  treten  sollen,  für 
welche  die  p  Zahlen  rj^,  ijo ,  •  .  . ,  rjp  sämmtlich  durch  r  theilbar  sind.  Für  diese  neue 
Summe  ergibt  sich  nun  aber,  dass  diejenigen  Systeme  ganzer  Zahlen  tj ,  to,  ...,  tp, 
für  welche  H[r]  einen  von  Null  verschiedeneu  Werth  besitzt,  identisch  sind  mit  jenen 
Systemen  ganzer  Zahlen  t^ ,  t^ ,  ...,  Zp,  welche  den  Gleichungen: 


(E) 


,.  ^  V      L  \  H  /  \  I.  /  -J 

e 

j  =  1,  2,  . .  . ,  w , 


=  1 


genügen,  in  denen  zur  Abkürzung: 

gesetzt    ist,    und    in    denen    xi'\ 4".    ^i'»  •••'  ^/''    ('  =  1,  2,  ...,  m)   diejenigen 

Normallösungen  jt, ,  .  .  .  . ,  x,,.  Ä, ,  .  .  .,  \p  des  Congruenzensystems: 
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(C)  s»2,  ^  0  (mod.  »•«),     S7?2  =^  0  (mod.  »■«) ,    .   .  .,    srjp  ^  0  (mod.  rs) 

sind,  welche  der  weiteren  Bedingung  genügen,  dass  durcli  sie: 

(C')  2ri,j],  =    0  (mod.  rs) 

wird  für  jedes  System  von  2^)  ganzen  Zahlen  x,  X,  für  welches  die  p  Grössen 
■»j,  ,  ri2,  ....  i^p  sämmtlich  durch  r  theilbar  sind;  und  weiter  findet  man,  dass  diese 
Zahlensysteme  Tj  ,  r., ,  ...,  r^  sämmtlich  durch  das  Gleichungensystem: 

ty  =    r.y  +   S|,.   +   %.  (•■=!,  2,  .  .  ..  ;/) 

geliefert  werden,  wenn  man  darin  unter  Tj,  x^,  ...,  %  irgend  eine  Lösung  der 
Gleichungen  {E)  versteht,  für  die  ^  alle  möglichen  ganzen  Zahlen,  für  die  jc,  Ä  aber 
alle  diejenigen  Systeme  ganzer  Zahlen,  welche  den  Congruenzen: 

^,  ^  0  (mod.  »•),     ^.,  5^  0  fmod.  r),    .  .  .,    ^j»  ^  0  (mod.  r) 
genügen,  setzt.     Auch  ergibt  sich  die  Gleichung: 

s\ri  +  s|,  +  ^; . . .  ij,  +  s|,,  +  ^;l 


■i2;.i.;[:»/+2;7^i„«;-^^2:[(^,+*z'y,,,^,,,)v,-(s,,+i2:a,,,,,^„,)^ 


-ffrr,...;;,]. 


Unter  Benutzung   des  Resultates   des    letzten    Artikels    kann    man   nun    endlich 
die  zu  der  linearen  Transformation: 


T  = 


bei  der  ^^  ^  0  ist,  gehörige  Thetaformel  in  die  definitive  Gestalt : 


V 

^ 

r 

r 

V.. 

^.r 

s 

s 

(3;) 


«,,„>.r^r^H««i.=i/^ 


,^p,.p  _3» 


Vto.'O  '/>(") 


G[6]Ä[t] 


0,l,...,r»-l  -r\-^''''''>"'  +  -^'/''v''"~r;-^'^(''''." ''•7' ''■""''" '*•■/''''') 


X     2 


9+  o  +  V 
r 

h+r  +  V 
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bringen.     In  dieser  Formel  ist  zunächst: 

wenn  man  mit  A,,,,  Bf,,   die  Ausdrücke: 

mit  /Ja  die  Determinante  2^"  +  yl,,^22  •  •  •  ^;/'  und  mit  A^,,  die  Adjuncte  von  A,,,  in 
dieser  Determinante  bezeichnet;  es  ist  ferner  zur  Abkürzung  gesetzt: 

1],  =  Z{ayf,Xu  —  /3,  „  A„) ,  ri'r  =  2;(  —  y,  „  x^  +  a,  „  A„j, 

p   =  1,  a.  ..   ,  y.l 

</,  =  i  Z «.,„ ß,„  +  Z (a. „^„ -  ßr, /<,,) ,     /,..  =  ^ 2: y.,„  d.„  +  2.-  (-  y,^^,„  +  d.„ Ä,) , 

'    "  /"'   '■ 

—  -i:  Z  Z  2:yyf,dyJa,.„-(Ja-  —  ß,,,hu')ni, 

<p(d)  =  -  2:  z  2:  '';;^'''  (^,.  +  i  2:  «.„ /3..„)  (e,-  +  ^  j^  «^^.^,.„.)  «/ 

-  l-  E  Z  y,.,  d..,  (ff.,  +  i  Z  «,„.  /J,„.  )7ci, 

0.1 :>.-.  -2:2:2;  "^"'t,V'"  +  ^^^i;  (ä,+  * 2:  a„. ..),,,„. 

wobei  zJi  die  Determinante  Z  +  ß^  ß.,.,  ■  •  •  ßpp  "nd  /3L,  die  Adjuncte  von  /J., ,  in 
dieser  Determinante  bezeichnet,  und  unter  6^,  ö^,  ...,  ffp  eine  beliebige  Lösung  des 
in  Art.  3  aufgestellten  Gleichungensystems  {E)  zu  verstehen  ist;  es  ist  weiter: 

,  ,  ^,_^    y^Z,r.:rni  +  Z',,>.,.ni-f-^Zl(i,+  \Zy,,.^A'iy-(K  +  iZa,^ßA,i\l^i 

'■^j-.<  •■  /i  »   L\  ,,  /  \  f,  /     J 


wobei  der  Accent  am  Summenzeichen  bedeutet,  dass  an  Stelle  des  Systems  der  'Jp 
Grössen  x, ,  . . . ,  Xp ,  Ai ,  . . . ,  A^  von  den  (rs)'''  Variationen  der  Elemente  0,  1, . . . ,  rs  —  1 
zur  2p"°  Classe  mit  Wiederholung  nur  diejenigen  treten  sollen,  für  welche  die  p  Zahlen 
»j, ,  t]^,  . . .,  fjp  sämmtlich  durch  r  theilbar  sind,  und  unter  r, ,  r, ,  .  . .  Tp  irgend  eine 
Lösung  des  in  Art.  5  aufgestellten  Gleichungensystems  (E)  zu  verstehen  ist;  es  be- 
zeichnen weiter: 
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«j   die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Cougruenzensystems: 
s»;,  ^0  (mod.  rs) ,     s^^O  (inod.  rs) ,    ....    sr],,  ^E  0  (mod.  rs) , 
rrj'i  ^  0  (mod.  rs),     rrj'2  E^  0  (mod.  rs),    ■  .  ■  ,    rrj'p  ^  0  (mod.  rs) , 
«2  die  Anzahl  der  Normallösungeu  des  Cougruenzensystems: 
■jji  ^  0  (mod.  rs) ,     ri.^^O  (mod.  rs)  ,    .  .  ■  ,    Vp^^  (mod.  rs)  ; 
es    ist   endlich   die    auf  der    rechten  Seite    stehende  Wurzel    so    auszuziehen,    dass    ihr 
reeller  Theil  positiv  wird. 

Die  Anzahlen  n^,  tu,   sowie  die  Zahlen   6,t   hängen  von   den  Zahlenwerthen 
der  «,  /iJ,  y,  8  ab  und  müssen  in  jedem  Falle  besonders  bestimmt  werden. 


Es  soll  jetzt  der  erste  der  in  Art.  1  aufgestellten  Fälle  behandelt  werden,  der 
dadurch  charakterisirt  ist,  dass  bei  der  vorgelegten  linearen  Transformation  alle  Zahlen  ß 
den  Werth  Null  besitzen,  oder,  was  dasselbe,  diese  Transformation  eine  singulare  ist. 
Nachdem  man  in  den  vorhergehenden  Artikeln  diejenige  Thetaformel  gewonnen  hat, 
welche  der  allgemeinen  linearen  Transformation  im  Falle  /Iß  ^  0  entspricht,  erhält 
man  die  der  vorliegenden  singulären  Transformation: 


S  = 


Vur 


zugehörige  Thetaformel  auf  die  einfachste  Weise,  indem  man  diese  Transformation  der 
Gleichung: 

S=  T^,/P)t 

gemäss,  aus  den  beiden  Transformationen: 


T,,AP) 


und  entsprechend  die  zu  ihr  gehörige  Thetaformel  aus  den  beiden  zu  den  Trans- 
formationen Tjjjip),  T  gehörigen  Formeln  in  der  früher  angegebenen  Weise  zusammen- 
setzt, indem  man  beachtet,  dass  die  zu  der  fundamentalen  Transformation  T^^^^p) 
gehörige  Thetaformel  schon  im  vierten  Abschnitte  aufgestellt  wurde,  die  der 
Transformation  T  entsprechende  Thetaformel  aber,  da  bei  ihr  die  Determinante 
^-  —  E  +  /in  ^22  •  •  ■  ^pp  =  ( —  1)^'.^  +  «u  «22  •  ■  •  «pp  einen  von  Null  verschiedenen 


1 

0 

0 

0 

1 

—  1  .  . 

.   0 

0 

n. .. 

—  1 

0 

"11 1 

',r 

}.„  V 

S 

S 

Uü 


Werth  besitzt,  aus  der  im  vorigen  Artikel  aufgestellten  Hauptformel  durch  passende 
Verfügung  über  die  dort  vorkommenden  Zahlen  a,  ß,  y,  S  ohne  Mühe  abgeleitet 
werden  kann.  Auf  diese  Weise  erhält  man,  nach  Durchfülirung  der  möglichen  Ver- 
einfachungen, die  der  vorgelegten  singulären  Transformation  »S'  entsprechende  Theta- 
formel  in  der  Gestalt: 

ß  j       ^^_j  — -27 '/,.  vi."'-)- 2J>!„^„'"  —  ^^  2,' 27  )-,,„<(,,<';>■  «'■- ,r,.^'v  Vi- "' 
X      2j      '^ 


-  f^  2:  (5, +  . ;,)*,'"• 
X  e  «• 


r 

h+i  +  r,- 


In  dieser  Formel  ist  zunächst: 

Vy  =  ~  U  d„„  Uu,  h,v  =^  E  dv„  (vr-u  ni  +  Z  d,'„.a„„A  : 

es  ist  ferner  zur  Abkürzung  gesetzt: 

1],=  S  ttvf,  Kf, ,  ?j',.  =  27 1 —  y,,,,  Kf,  -\-  öy„  }.,,)  , 

/i  .«  ." 

'/'(5'>  '')  ^rs^r'f  "'"  ''''"' ^•'^■"  "'  ~  r^  f  f  5  '''"  *'"  "•■"'^"'  '^^  • 
es  ist  weiter: 


wobei  der  Accent  am  tSummenzeichen  bedeutet,  dass  an  Stelle  des  Systems  der 
p  Grössen  Xj,  .  .  .,  x,,  von  den  (rs)''  Variationen  der  Elemente  0,  1,  . .  .,  »\<  —  1  zur 
y"  Classe  mit  Wiederholung  nur  diejenigen  treten  sollen,  für  welche  die  p  Zahlen 
Vi,  n-2>  ■•■}  1p  sämmtlich  durch  r  theilbar  sind,  wobei  ferner  zur  Abkürzung: 

rfy=  —  Zyyux.,  (»  =  1.2 P) 

gesetzt  ist,  und  wobei  endlich  r,  ,  fo.  ...,  t,,  eine  beliebige  Lösung  des  Gleichungen- 
systems: 

Krazer  und  Prvm  ,  Thctafunctionen.  10 


—     114     — 


iE)  \e     '  "  ■"  =1, 

/  =  1,  2,  .  . . ,  w , 


bezeichnet,  in  dem  zur  Abkürzung 


('■)   _    -(')  V.,       Z'-''^   .tW  /'■  =  >'  2, 

lr=I,  2. 


gesetzt  ist,  und  in  denen  xi  ,  ...,  x^  (i  =  1,  2,  ...,  ni)  diejenigen  Normallösungen 
«1 ,  ...,  Xp  des  Congruenzensystems: 

(C)  s^i  ^  0  (mod.  rs),     s%  ^  0  (mod.  rs),    .  .  .,    sf^p  ^  0  (mod.  rs) 

sind,  welche  der  weiteren  Bedingung  genügen,  dass  durch  sie: 

(C'\  Z  fjv  rj],  ^  0  (mod.  rs) 

wird  für  jedes  System  von  p  ganzen  Zahlen  k,  für  welches  die  p  Grössen  >/, ,  rj.^,  ...,  rjp 
sämmtlich durch »•  theilbar  sind ;  es  bezeichnet  endlich/^«  die  Determinante  2J+  «,i«22...«jt,;, 
und  n  die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Congruenzensystems: 

si?i  ^  0  (mod.  rs),     s-rj^'^O  (mod.  rs),    .  .  .,    srjp^O  (mod.  rs), 

rtj'i  ^  0  (mod.  rs) ,     ri;2  ^  0  (mod.  rs) ,    .  .  . ,  rrj'p  ^  0  (mod.  rs). 

Diese  Anzahl  n,  sowie  die  Zahlen  r  hängen  von  den  Zahlenwerthen  der  a,  y,  S  ab 
und  müssen  in  jedem  Falle  besojiders  bestimmt  werden. 


Es  soll  jetzt  der  dritte  der  im  ersten  Artikel  aufgestellten  vier  Fälle  behandelt 
werden,  der  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  bei  der  vorgelegten  linearen  Transformation  T 
die  Unterdeterminante  5""  Grades  V^^  ^  2^'  +  /^^  ß.,^  ■  ■  ■  ßq,,  der  Determinante  z/^  einen 
von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  während  alle  ünterdeterminanten  höheren 
Grades  verschwinden.  Wie  am  Schlüsse  des  Art.  5  des  fünften  Abschnitts  gezeigt  ist, 
kann  man  in  diesem  Falle  die  Transformation  T  aus  den  beiden  dort  angeschriebenen 
Transformationen  Tj^^i/i—i) ,   T  in  der  Form : 

T  =  fj,,(p-9}  T 

zusammensetzen,  und  man  kann  daher  auch  die  zur  Transformation  T  gehörige  Theta- 
formel  aus  den  beiden,  zu  den  Transformationen  T ^^^U'-q)  =  T^^^w)  T~](,i),  T  ge- 
hörigen Thetaformeln  zusammensetzen,  von  denen  die  erste  aus  den  Formeln  des 
vierten  Abschnitts  erhalten  wird,  die  zweite  aber,  da  bei  der  Transformation  T  die 
Determinante  z/'  von  Null  verschieden  ist,  aus  der  Hauptformel  des  Art.  G  bei 
passender  Verfügung  über  die  dort  vorkommenden  u,  ß,  y,  d  hervorgeht.  Mau  einhält 
auf  diese  Weise  die  der  vorliegenden  Transformation  T  entsprechende  Thetaformel 
in  der  Gestalt: 


115     — 


/n-'N  l       V'T;''"'  Q.r'/1//     \N  1/  «''"'(— «)''»■''      "~         *(•''•'')*"'»/,,-,    rrr». 


-  ^^  2:  ?■■ ',;,  «■■  -  ^  i^  (:'.. + §,.+  -;,. )  r^ « ' 

X  e         '  '  '    # 


r 


W]6> 


bei  der  v,  b,  %  rj',  g,  h,  <P,  ip{g,  h),  H[t\,  n^,  n.^  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in 
Art.  6,  und  bei  der: 

q>{ö)  =  -EEE  ^^  (or  +  ^Z  «.,„  ^,,.,)  {a,  +  ^Z  «,-„.  ^.,,,.)  X  i 
-  ^,f^  yr,u  ör,  (ö.  +  12.'  «,,,•  ß,.,)  ni . 
0,1,..., -7.-1  -2:2:2;  "■^'^'(Ve«""  +  2^^i"-  (-5.+^  2: «,„(*,. .)?««•■ 

?,-••■.(> 
ist,  wobei: 

«,.  =  ^„..,  ^,,.  =  -«,;.,  n..  =  d,„,  d„  =  -y,,.        (nt'".+' ') 

ist,  Jji  die  Determinante  2:  + /3ji /i,^  .  .  .  ßp,,  und  /3/,,  die  Adjuncte  von  /3„,  in  dieser 
Determinante  bezeichnet,  und  unter  0j ,  0^,  . . . ,  ö'p  eine  beliebige  Lösung  des  Glei- 
chungensystems : 


(^•) 


=  1, 


'=  1 ,  2,  .  . . ,  m  , 


zu    verstehen    ist,    in    dem     91',    pg',  .  .  .,  p^'    (i  =  1,  2,  ...,  >«)    die    sämmtlicheu 
Normallösungen  des  Congruenzensystems: 

{(:')        2:2:«,i/3v/e,<-'  =  o  (mod. z/^).  .  .  .,  2:2:ß,^/j;„.e^-  =  o  (med. z; vi 

bezeichnen. 
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9. 

Es  soll  jetzt  endlich  der  vierte  der  im  ersten  Artikel  aufgestellten  vier  Fälle 
behandelt  werden,  der  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  bei  der  vorgelegten  linearen 
Transformation  T  die  ünterdeterminante  2""'  Grades  V^"''"'  =  -S-f-  /i„,,„,  /3„,^,,^  . .  .  /3„,^„^ 
der  Determinante  z/^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  während  alle  Unter- 
determinanten höheren  Grades  verschwinden.  Wie  in  Art.  6  des  fünften  Abschnitts 
gezeigt  ist,  kann  man  in  diesem  Falle  die  Transformation  T  aus  den  drei  dort  an- 
geschriebenen Transformationen  K',.T,  K"  in  der  Form: 

T=  K'TK" 

zusammensetzen,  und  man  kann  daher  auch  die  zur  Transformation  T  gehörige  Theta- 
formel  aus  den  drei,  zu  den  Transformationen  K',  T,  K"  gehörigen  Thetaformeln  zu- 
sammensetzen; dabei  wird  man  beachten,  dass  die  beiden  Transformationen  Ä',  K" 
elementare  Transformationen  vom  Typus  T/^  sind,  die  ihnen  entsprechenden  Theta- 
formeln also  aus  der  Formel  (I])  des  zweiten  Abschnitts  durch  passende  Verfügung 
über  die  dort  vorkommenden  Grössen  d  hervorgehen;  für  die  Transformation  T  aber 
die  Unterdeterminante  V-  =  27  +  ßn  ßs-i  •  •  ■  ßqq  2*™  Grades  der  Determinante  ^-  von 
.  Null  verschieden  ist,  während  alle  Unterdeterminanten  höheren  Grades  verschwinden, 
die  dieser  Transformation  entsprechende  Thetaformel  also  aus  der  Formel  (%')  des 
vorigen  Artikels  bei  passender  Verfügung  über  die  dort  vorkommenden  u,  ß,  y,  S 
hervorgeht.  Man  erhält  auf  diese  Weise  die  der  vorliegenden  Transformation  T  ent- 
sprechende Thetaformel  in  der  Gestalt: 

0, 1, ... ,  ,-,5-1  -  ,.,  ^  'iv  'i',"'  +  ^  -"f,  ';,"'--  ^  ^  { Yvf,  <>.',„  'l, -»,■/,  A,,u  'i',)  "' 

•sri  >■  .«  ■  ." 


X  e  "  '  O- 


1  +  0+  n' 
r 


Wh, 


bei  der  v,  h,  rj,  n]',  7},  h,   0,  il)[y,]i),  H\t\,  n^ ,  n.^   dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in 
Art.  6,  und  bei  der: 

q>[6)  =  -  u z i: ^-'4f^  (är  +  i  2: «„,, ß,.f,)  (ö,'  +  -^  2;  ßvv,' ß^'f.) ^ '■ 


•     1    /(  \  fi'  I 
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ist,  wobei: 

ä,,=/3,,,      /i",,,  =  — K,,,      7,,=^,,,      d,,  =  — ;-,,  /V  =  "'H-i'"'»+2,-'"/A 

'  f-,    >       r    ,  ,    »       /  ,  ,    )  .  /  ,  \i  =  l,2,  ....  ,,  / 

ist,  z/-  die  Determinante  Z  -^^ß^yß.,., . . .  ß,,,,  und  /3^,,  die  Adjuncte  von  /S,,,,  in  dieser 
Determinante  bezeichnet,  und  unter  0, ,  dg ,  .  . . ,  ßp  eine  beliebige  Lösung  des  Glei- 
chungensystems : 


iE) 


■  z.  Zi  Zi  — ^f — e„  t-^' «I  +  2  21.  2.  ^     ("■+!•  -i-  «I. /*■■»)  i'ii. "• 


e  =1, 

«  =   1,    2,    .  .  .,    «2, 

zu    verstehen    ist,    in    dem    gl  ,    q^  ,  ■  ■  ■  ,  9p     (i  =  l,  2,  . . . ,  »1)    die    sämmtlichen 
Normallösungen  des  Congruenzensystems: 

(C')  Z  Z  dl  /?,;,. p„. :  .  0  (mod.  z/^ )  ,    .  .  . ,    2:  Z  «,;,  ßlf,'  g,.'  =  0  (med.  z/^  ) 

bezeichnen. 

10. 

Die   im  Vorhergehenden    gewonnenen    vier    Transformationsformeln  (%),  (S), 
(%'),  (%")  kann  man  zu  folgendem  Endresultate  zusammenfassen. 
Der  linearen  Transformation: 


T  = 


bei  der  die  4/r'  Zahlen  u,  ß,  y,  ö  den  p(2ii  —  l)  Relationen: 

'z  («eiij',,,,'  —  «..,i';',,,i)  =0,  '^{ß,,,8,,,-  —  ß,„d,„)  =  0, 


Z  (u,f,S,,.-  —  y,,, 1/3,^0  = 


oder  den  damit  äquivalenten: 


rs,  wenn  jtt  =  « , 
0,    wenn  ju'  ^  ,n  , 


'^{a,.ß,-,  -  «,'.A-^  =  ",        '^\y,^s,..  -  y^.,d,,)  =  0, 


rs ,  wenn  ,u  =  u , 


(u,  /.'  =  1.  S,  .  .  .  ,  p) 


(,»,,/  =  I,  2 ,p) 


(=1  i-f  » .    /        Q  ^  wenn  ,u  ^ ."  - 

genügen,  entspricht  die  Thetaformel:    ' 
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iL)  %n,(rsr^r'^p](("))«=l/- 


;^— -^ e       e         e      6r[(T] //[tJ 


'  2   ' 


>■ ^u 


—  "  2  'Üv  'ir  "i  —  —  2  ('Jv+<'r+  'h')^r"' 

X  e  ^ 


'y+  a  +ri 


7t  +  i  +  7j' 


(vi- 


la  dieser  Formel  ist  zuuächst: 

«,.  ==  -,  - 1:  A,„.u„, 

wenn  man  mit  A,,,.,  B^r  die  Ausdrücke: 


mit  ^^  die  Determinante  2:  +  A^iA^.^ . . .  Aj,p  und  mit  J.;,„  die  Adjuncte  von  X,  in 
dieser  Determinante  bezeichnet;  es  ist  ferner  zur  Abkürzung  gesetzt: 

rir  =  2{a,f,Xf.  -  ßrfi  Li)  ,  V'v  =  ^i—  7vn  J«^-  +  ^',1  Ifi), 

(v=l,  .,...,.) 

'g,  =  ^Eayf,ßr,i  +  2:{a,^,ijf—ßviJh),     /',  =  i2.>,.„d,„  +  2;(— ^„.„i/.  +  ö././v)» 
^  ==  ^rr-  2J  Z:  U  ßvi,A'f,-^u^Ui,,i , 

■^iy, '0  =  ,-,  -2; 2; 2; {ccr,irri,-gi.gi.-  —  2^.^/?,.,'^/,,/«,/  +  ßr„d,.f.hji„) ni^ 

f  f'   '■ 
es  ist  ferner: 

0 1     r.-i  r.  '^"v';>'  +  2:x,,/.„^;-;^^2;r(°Tv++^vv^v)'''.-(".'+i  2: «,,„/*„„) .,;,]«/ 

X^,  .  ..,  Xj, 

wobei  der  Accent  am  Summenzeichen  bedeutet,  dass  an  Stelle  des  Systems  der  '2p 
Grössen  x^,  . . . ,  Xj,,  Aj ,  . . . ,  Ap  von  den  (rs)^^  Variationen  der  Elemente  0,  1, . . . ,  rs  —  1 
zur  2  j**™  Classe  mit  Wiederholung  nur  diejenigen-  treten  sollen,  für  welche  die  p  Zahlen 


-     119     — 

Vn  12>  ■■■>  Vp  sämmtlich   durch  r  theilbar  sinii,  und  untpr  r, ,  Tj  ,  ..  .,  Tp  irgend  eine 
Lösung  des  Gleichungensystems  (71,') : 


(i-O 


zu  verstehen  ist,  in  dem  zur  Abkürzung: 

^(«...«$;'  -  ^..Ä!;o  =  r/;\       E  (-  y.,,x;;'  +  d.,,Ä<:')  =  ^;'"         (— -.) 

gesetzt    ist,    und    in    dem    Si'',  .  .  .,  Xp',    Äj',  .,.,  Äj,''    (i  =  1,  2,  . . .,  m)   diejenigen 
Normallösungen  x, ,  ....,  x^,   Ä, ,  ...,  k^  des  Congruenzensystems : 

(C)  s^i  ^  0  (mod.  rs),     .si^,  ^  0  (mod.  rs)  ,    .  .  .,    srjp'^O  (mod.  rs) 

sind,  welche  der  weiteren  Bedingung  genügen,  dass  durch  sie: 

(C")  Eri,.r]\.  ^E  0  (mod.  rs) 

wird    für    jedes    System    von    2jj    ganzen    Zahlen   x,    A,    für    welches    die  j}    *'CÖssen 
Vit  Vi!  ■••>  Vp  sämmtlich   durch  r  theilbar  sind;    es  bezeichnen  weiter: 

Wj  die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Congruenzensystems: 
sij,  ^  0  (mod.  rs),     s»/,  £=e  0  (mod.  rs) ,    .  .  . ,    •><•»/,<  =^  0  (mod.  rs), 
rri'i  ^  0  (mod.  rs),     rri^  Ee  0  (mod.  rs),    .  .  .  ,    rri],  z^a  0  (mod.  rs) , 

n,  die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Congruenzensystems: 
i/i  ^  0  (mod.  rs) ,     rj^  b^  0  (mod.  rs)  ,    ■  .  ■ ,    rjp^O  (mod.  rs) ; 

es  ist  weiter: 

-^,^^  y.,«  «J.7,  (oS.  +  i  Z  «,„-^,„. ) m , 

O.I,...,5-^.    -  ^  Z'  2:  ^"'  ,,.V,,  n,  +  iEZ  *;"    ('«,+  !  2:  "„,.„)(..,  «. 

'-'1 '  •  ■  ■ '  '■'/' 

wobei  d'^  die  Determinante  -S' +  ^11 Ä2  •  •  •  ßpp  ^'^i''  /^^»  "^i^  Adjuncte  von  ß,,,  in 
dieser  Determinante  bezeichnet,  und  unter  ffj ,  ß^,  ...,  öp  eine  beliebige  Lösung  des 
Gleichungensystems : 


(E) 
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:  =  1  ) 

2  =  1,  2,  .  .  . ,  m, 


zu  verstehen  ist,  in  dem  q'(\  pW,  .  .  .,  (>''*  (2=1,  2,  .  . .,  m)  die  sämmtlichen  Normal- 
lösungen des  Congruenzensystems:  . 

(C)  2:2:  «,,i^r,«'P,,'  =  0(mod.  4;.),    ■••,    2:  E  ä,.pß'vf,'Qf,-  =  0  {moA. /!;,) 

bezeichnen;  es  ist  endlich  bezüglich  der  Bedeutung  des  unter  dem  Wurzelzeichen  vor- 
kommenden Buchstabens  p  und  der  Bedeutung  der  Buchstaben  ü,  ß,  y,  d  das  Folgende 
zu  bemerken: 

Fall  I:  Sind  in  der  vorgelegten  linearen  Transformation  T  die  Zahlen  ß 
sämmtlich  der  Null  gleich,  so  ist  p  =  0  und: 

//(  =  1,  2,  .  .  . ,  ;/  \ 
«"'    ==  ^K       A""   =    —    «/'V,        y.,v  =   Ö,,,.,        d„r  =   —  y„v  \v  =  l,  2,  ...,!,) 

ZU  setzen; 

Fall  II:  Sind  in  der  vorgelegten  linearen  Transformation  T  die  Zahlen  ß  nicht 
sämmtlich  der  Null  gleich,  und  besitzt  ihre  Determinante  -^,>  =  27  + /3,j /J^^  ... /?;,,, 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  so  ist  Q  =  p  und: 

ß,, ,-  =  «,„  V  ,  ß,,  V  =  ßu  V  ,  y,,  r  =  n  V  ,  df,  r  =  Ö ,, ,,  (,,.  =  1,  2.   .    .  ,  p) 

ZU  setzen; 

Fall  III:  Sind  in  der  vorgelegten  linearen  Transformation  T  die  Zahlen  ß  nicht 
sämmtlich  der  Null  gleich ,  und  besitzt  die  Unterdeterminante  f/"''  Grades  V^y  =  27  + 
ßii  ß-22  ■  •  •  ßq'i  der  Determinante  ^^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  während  alle 
Unterdeterminanten  q -\-  1''^"'  Grades  von  J^  verschwinden,  so  ist  Q  ==  q  und: 

ä,  „  =  «.,.,  ß, ,.  =     /3„, ,  y,r  =  y, . ,   s,  „  =     d, ,. ,  (',, = 1;  ä,'  .■ '.  ■.' ,!) 


«,,,.  =  ß,,r,       ß,iv=  —  «>„.,       y-;r  =  0.,r,       0.,,.  =   —  y,.'  l  r  =  1,  2,  . .  .  ,  ,, 


zu  setzen; 

Fall  IV:  Sind  in  der  vorgelegten  linearen  Transformation  T  die  Zahlen  ß  nicht 
sämmtlich  der  Null  gleich,  und  besitzt  die  Unterdeterminante  5'™  Grades  V^"' "'  =  27  + 
ßm,  II,  ßm,  n, . . .  ßm  n  dcr  Dctcrminante  z/^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  während 
alle  Unterdeterminanten  q  -\-  1'°°  Grades  von  z/^'  verschwinden,  so  ist  g  ^  q  und: 

zu  setzen. 
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11. 

licsoudure  Erwähuuug  verdient  der  IJ'all,  wo  die  beiden  Zahlen  r  und  s  den 
VVerth  1  besitzen.  Setzt  mau  in  der  soeben  aufgestellten  Formel  (L)  r  =  A==l,  so  findet 
mau,  dass  der  ganzzahligen  linearen  Transformation: 


2'  = 


bei  der  die  -l^r  Zahlen  a,  ji,  y,  d  die  2^(2 /j —  1)  Relationen: 

'z  (a,  „  }/,„.  —  u,  „.  y, „)  =  0 ,  *I^ (ß, „  d,  „.  —  ß, ,..  d,  „)  =  0 , 

»=i  '       ■  t=i 

1=1  '     •- .  /        Q    wenn  ju   ^ft, 


oder  die  damit  äquivalenten: 


Z  (y,,.  d,,',  —  y,,;  d.„)  =  0 , 


(Td 


«=i  ,  f^'   '     ^        0,  wenn  (i  ^^, 


(/',."'=!,  ä, 


erlüUeu,  die  Thetaformel 


^r-»p]w.=/^|^ 


.^ 


e      e'*^'"^e''^"'G[0]  * h;  \{{i% 


entspricht. 

In  dieser  Formel  ist  zunächst: 


wenn  man  mit  .4,,,,  lißv  die  Ausdrücke: 

mit  z/.i  die   Determinante  2^  ^  Äi^  A.^^ ...  Äpp  und   mit  Ä'uv  die  Adjuncte  von  .du,   in 
dieser  Determinante  bezeichnet;  es  ist  ferner  zur  Abkürzung  gesetzt: 

^,  =  i  2;«., /3.,„  + 2.- («.,„./„- (3, „/<„),       h.=h£y,,d,,  +  2:{-y,,g,.  +  d,M,     ('  =  i.^. -.i» 

(p=    I   2:i:2:ß,.,A'i,-.tif.ii,.-, 

>l>(g,h)=  ZZi:  («,,,  Y,y!J.u!/.u—2y,,,  /3.,,-^,,  /(„•  +  ^..^  dv,,-/»^  //,,■)  Jr/—  £2:2:  y,,.  d.,.  («,,„■(/„•  -  ß„,h,r)  -t  i, 

KaxZLR  uud  Pryu,  Ttiotafuiictiouou.  16 
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r     j'      c  ji  fi  .«'  ''      /'  ,"' 

0,1,...,  :7-^-i  -2:  2:  E  —^_ —  tv,?^,'  ni  +2:  H  ^■--E»y,  firiv,, "' 

wobei  z/j  die  Determinaute  2:  +  ßnßa  ■  ■  ■  Kp  und  ß\,r  die  Adjuucte  von  ß^,,.  in  dieser 
Determinante  bezeichnet;  es  gilt  endlich  bezüglich  des  unter  dem  Wurzelzeichen  vor- 
kommeudeu  Buchstabens  q  und  der  Buchstaben  «,  ß,  f,  h  das  am  Ende  des  vorigen 
Artikels  Bemerkte. 


Siebeuter  Abschnitt. 
Von  den  nicht  linearen  Transformationen. 


1. 

Bis  jetzt  sind  ausschliesslich  lineare  Transformationen,  d.  h.  solche,  für  welche 
die  Ordnungszahl  t  den  Werth  1  hat,  betrachtet  worden.  Ist  die  rationale  Zahl  t 
von  1  verschieden,  so  drücke  man  sie  durch  einen  Bruch  mit  kleinstem  Zähler  und 
Nenner    aus,    setze    also  1  =  —.,    wo  n,  n    positive    ganze  Zahlen   ohne    gemeinsamen 

Theiler  sind.  Nennt  man  dann  die  Transformation  T  eine  zur  Zahl  —  sehörige,  so 
kann  man  unter  Anwendung  des  bisher  stets  gebrauchten  Princips  der  Zusammen- 
setzung einer  Transformation  aus  mehreren  jede  zur  Zahl  -,  gehörige  Transformation: 


aus   einer    speciellen   zur  Zahl     ,   gehörigen,    einer  linearen    und   einer    speciellen   zur 
Zahl  n  sehörigen  Transformation  in  der  Form: 


1 
t) 

II 

1 

0 

1  •  ■  • 

w 

0 

0 

0 

n 

t 

<i 

ü 

II 

1 

zusammensetzen,  und  man  kann  daher  auch  die  der  Transformation  T  entsprechende 
Thetaformel  durch  Zusammensetzung  der  drei,  den  angeschriebenen  Transformationen 
entsprechenden  Thetaformeln  erhalten.  Die  der  mittleren,  linearen  Transformation 
entsprechende  Thetaformel  ergibt  sich  aus  der  im  vorigen  Artikel  aufgestellten 
Formel  (L)  durch  passende  Verfügung  über  die  darin  vorkommenden  Zahlen  «,  ß,  y,  d, 
r,  s;  die  der  ersten  und  dritten  Transformation  entsprechenden  Thetaformeln  sollen 
jetzt  aufgestellt  werden. 

16» 
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2. 

Führt  man  auf  der  recliten  Seite  der  Gleichung: 

-»,...,  +  0.     ^       -^    "fi/i'V"/'  "'.v'H h"',„   '>'j  +  2    -^    \   ,,  H I-"V,  ^V 

an    Stelle    der    Summationsbuchstaben    Wi"',   ...,    «4"*    neue    Summationsbnohstaben 
w, ,  .  .  .,  Wj,  ein  mit  Hülfe  der  Gleichung: 

5,,,;,"'  =  nif,  —  w{,''  —  W,f' —  JwJ,"~"  (/'  =  1.2 p) 

und  setzt  weiter  noch: 

m^,  ^  M»-,,  -j-  3C/,  ,  ("  =  1. 2 — ,  P) 

indem  man  mit  x«  den  kleinsten  positiven  Rest  von  ruf,  nach  dem  Modul  j?  bezeichnet, 
so  geht  aus  der  Gleichung  (F)  die  neue: 

.,,...,.„  .^....,,-„   ^^__^ 

hervor,  bei  der  zur  Abkürzung: 


'  1  ■  ■  ■  "V' 


-»,..., +  0:       ^     -^  "7'."  ['"/<  "V  +   +">       '"/'       +VV  ++"'/'  /'     -^/'Z  V","  +     +"V  /'      i"/J 


e 

(1)        .Ji 


gesetzt  ist.     Drückt  man  ferner  die  Constanten  A  mit  Hülfe  der  Gleichung: 


(a,  n)  ''=1   1"— 1  ."=1    ■"— 1 


durch  die  n''  speciellen  A.'.^'      ^    unter  ihnen  aus  und  setzt  allgemein: 
0 ...  0 

/'=/'   h'=P  y„  X. 

/^l     .   .  .  /!^^  >!|      .    .    .     Z^ 

0   .  ..  ü 

so  geht  die  Gleichung  (7^,)  in  die  Gleichung: 


]25     - 


t'=p  /'=/' 


bei  der: 


-2  <-U  2 


-^- ,£,£■•"■(''-■)(''- ")-:£(''-■)- 


k':-[ 


,+x      ^    -i  «,,,,■"',,''>'+■■•+>     "■«■    +1,'",. +-+'»^     -'^/.M'»;«' +••■+'"..,'    -'<,,'; — 7— 

T  ^,=1  ,(,'=1         ^  -j 


(1)       (1) 

m,    ,...,mj, 
(„_1)  "       ■     („_i) 


ist,    über,   und    aus  dieser  geht,    wenn    man   die   auf  ihrer   rechten   Seite  vorkommende 
j)-facli   unendliche  Reihe  durch  die  damit  identische  Thetafunction   ersetzt,  die  Formel: 


»■  «i 


2 


■8-I  " 

0 


C««))-.« 


(0o)         • 

liervor. 

Aus   der   Formel    (0,,)    folgt    durch    passende   Änderung    der   Variablen    u    die 
allgemeinere: 


m 


^"U  wv 


0,l,...,>i— 1 

-  2  '^'""" 


K' 


■9- 


.'/  +  : 

nh 


in   der  'Ji,  •  ■  -,  g^,    /<,,...,  hp  beliebige  reelle  Constanten  bezeichnen. 

Die  Formeln  (0„),  (0)  sind  von  den  Formeln  (/7„),  (/7o)  im  vierten  Abschnitte 
des  ersten  Theiles  nicht  verschieden,  und  man  kann  ohne  Mühe  von  der  jetzt  er- 
haltenen neuen  Ausdrucksform  der  Constanten  K  zu  der  früheren  auf  Seite  .■)1  an- 
geschriebenen direkt  gelangen.  Es  ist  dazu  nur  nöthig,  an  Stelle  der  jetzigen  Sum- 
mationsbuchstaben  m  neue  Sumniationsbuchstaben  n  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 


einzuführen  und  zu  beachten,  dass  dadurch: 

=  1 .2«:!»«!^'  -f  2 .  a «!:'»!?'  +  •  •  •  +  (''-2)  (« -i)«5r'>«;r'*+(«- 1 ;« («r"- ';-)  ("Jr"  - ';;-) 

wi;d,  und  dass  man  die  Sumraation  nach  den  rt  so  ausführen  kann,  dass  man: 
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"■■'     ^  1.2     "   ' 


+ 


(a5:'+2.;f'+--.  +  «-2.r^0, 


0<  =  1,  2,  .  .  .  ,  p) 


(n  — 2)(»i  — 1) 

,(;-  =  ^jr-»  +  _J^-  (,w  +  2.{f'  +  •  •  •  +  n^^rO 

setzt   und    sodann    nach    allen  Grössen   n    von    —  oo    bis    +  oo ,    nach    fj^'    aber    für 
v  =  i,  2, ....  n— 2  ^^j^  Q  j^jg  j^  summirt. 

H  =  l,  2,  .  •  ■ .  P 


Es  soll  jetzt  nachgewiesen  werden,  dass  die  durch  die  Formel  {&)  repräsentirte 
Umformung  der  Function  9-"\  )^  ((»)).'  ^ine  Transformation  im  Sinne  der  im  ersten  Ab- 
schnitte entwickelten  Transformationstheorie  ist.  Zu  dem  Ende  definire  man  4:p^ 
rationale  Zahlen  n,,,,,  b^,,,  C,  ,  b,,,,  ffj-,  v  =  1,  2,  .  .  .,p)  durch  die  Gleichungen: 


,  wenn  (t  =  v  , 


a^,  = 


0 ,  wenn  fi  ^  v . 


b,,..  =  0, 

.  1,  wenn  u  =  v, 

ü,  wenn  ^  -^  v , 


indem  man  beachtet,  dass  diese  Zahlen  eine  zur  Zahl  t  =  --  gehörige  Transformation 
bestimmen,  und  führe  dieselben  in  die  Gleichungen  (1)  bis  (6)  auf  Seite  65  ein. 
Die  Gleichungen  (5),  (6)  gehen  dann  in  die  Gleichungen: 

1)^,  =  nuy ,  hy^'  =  na,,,'  ('-  ''=1.2 p) 

über,  und  man  erkennt  daraus,  dass  die  Lösung  des  durch  die  Charakteristik: 


Tr,= 


i 

0 

1 

0 

0 

1 

bestiiiiiuten  Transformationsproblems  durch  die  Formel 


nh 


i^l 
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geliefert  wird,  bei  der: 

ist,  während  die  g,  k  beliebige  reelle  Constanten  bezeichnen. 

Entsprechend  wird  die  Lösung  des  durch  die  Charakteristik: 


0 


bestimmten,    zu    dem    obigen    inversen    Transformationsproblems    durch    die    aus    dor 
Formel  {N)   durch   Umkehrung  entstehende  Formel: 

■2rti  E  tf^if. 


l     +     l 

n        J 


gegeben,  bei  der: 


n  '  ■  n 

ist,   während    die  Je,  l   beliebige  reelle  Constanten   bezeichnen. 


4. 
Man   gehe   jetzt   auf  die   vorgelegte,    zur   Zahl  -,    gehörige  Transformation  T 
zurück  und   stelle  in  derselben   sowohl  die   2p^  rationalen   Zahlen  a,  6,    als   auch  die 
2p^  rationalen  Zahlen  c,  b  als  Brüche  mit  gemeinsamem  Nenner  dar,  indem   man  für 
H,  V  =  \,  2,  . .  . ,  p: 


a„r 


b.,.='^, 


b...=  r 


setzt,    wobei   die   a,  ß,  y,  d  ganze,    r  und  s   positive    ganze  Zahlen    bezeichnen.     Die 
Transformation  T  nimmt  dann  die  Gestalt: 


T  = 


Yur 


an,  wobei  zwischen  den  ganzen  Zahlen  «,  ß,  y,  d  die  p{2p  —  1)  Relationen: 

£  («.^  y.u  -  «,,.•  y.,)  =  0 ,         £  (/3,„  d,,,  -  /j,,,  d,,)  =  0 , 

(TA       '  '"„  ,  (",,..'  =  1,2 p) 

^p  ^,  rs,  wenn  |it  =  ft, 

-£  («M,  ö.f,  —  y,^  ß,u-)  =  "  ,> 
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oder  die  damit  üquivalenten: 


i:\ccf,,  ß,,',  -  «„■,  A-)  =  f .        ^  (^«  ^/-  -  ^"'^  •*-)  =  '-• ' 


(T,: 


(,»,/<'=  t,  2 l>) 


2J{cCf„d.,;  -  ßu.yf.',) 


rs,  wenn  [i 


(),     wenn  jit   ^  jn 


-:> 


bestehen,    und    es    wird    weiter    die    in    Art.  1    angeschriebene    Zerlegung    der    Trans- 
formation T  nunmehr  durch  die  Gleichung: 


^. 


V  ■  ■  ■  <^ 

u 

o---^ 

1 

0 

0 

ü 

1 

It 

0 

0 

u 

H 

1 

ü 

0 

0 

1 

>'/.. 


repräsentirt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Resultate  des  letzten  Artikels  erkennt  man  dann  sofort, 
dass  die  zur  ersten  dieser  drei  Transformationen  gehörige  Thetaformel  9,us  der  Formel  (N) 
hervoroeht,  wenn  luan  darin  n  durch  n  ersetzt,  die  zur-  dritten  Transformation  ge- 
hörige Thetaformel  aber  die  Formel  {N)  ist.  Setzt  man  diese  Formeln  mit  der  zur 
mittleren,  linearen  Transformation  gehörigen  Thetaformel,  welche  aus  der  Formel  {L) 
auf  Seite  118  hervorgeht,  wenn  man  darin  die  Grössen: 

r,  s,  «.„,,,  ßfcv,   .         yfcv,  Suv, 

für  jedes  ji  und  v  von   1  bis  p  durch  die  Grössen: 

II r ,  y ,  n  «,,  r  ,  ßu  r  ,  11  y„ ,.  ,  Ö„  r 

ersetzt,  in  der  vorgeschriebenen  Reihenfolge  zusammen,  so  erhält  man  die  zu  der  vor- 
gelegten Transformation  T  gehörige  Thetaformel  in  der  Gestalt: 


0,1,. ..,nri 

x2 


—  Uin'i.+  i.+  'lry'r"! 


r /{«.»') 


n  7/  -\-  a  —  rl  -{■  rj 

MC 
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In  dieser  Formel  ist  zunächst: 

.-..  =  ^  2:Xv«,,,  K.  =  ^2:ä',.b,,,  (..v=,.2....,„ 

wenn  man  mit  A,,, ,  B,,y  die  Ausdrücke: 
Au r  =  —  («.74  ni  -{-  2  ß,x  af,y\  ,  B,, ,  =       (y,,,  Tci  +  2^  d,^  «u x) ,       (,",>=  1. s, ... ,  pi 

mit  z/j  die  Determinante  2  -]-  A^iA^^  .  .  .  App   und  mit  J.i,,    die  Adjuncte  von  Af,^  in 
dieser  Determinante  bezeichnet;  es  ist  ferner  zur  Abkürzung  gesetzt: 

(•■  =  1,S p) 

^,.  =  i  2: «,;„ ß.u  +  2:(«„^(/„  - /?,, h,),     l  =12: y,.„ d, „  +  2:(-  ;.,,„  r/,,  +  d,,  h,) , 
*  =  T^  2:  Z  2:  /3,  u  Af,-y  Uf,  ny , 
tio>  '0  =  77  -^  -^  -^  («•■.« y./.'5'^S',.. —  2yyf,ßyu'9.Jif.'  +  ßyudyu'Khf,')ni 
—  -I-  2;  Z  2;  j',«5,.u(a,,u'(7,a'  —  /3.,u'/v)  «i ; 

es  sind  weiter  mit  ^'-  ,  g)'{G),  G-'[d],  S'[r] ,  n\,  n'.^  jene  Grössen  bezeichnet,  in  welche 

die  bei  der  Formel  (L)  auf  Seite  118  definirten  Grössen  ^-^,  (p{6) ,  <?[<?],  H[t],  n^,  n., 
übergehen,  wenn  man  darin: 

r,  S,  «„,,  ßur,  yf.y,  S„y 

für  jedes  ft  und  v  von   1  bis  p  durch: 

nr ,  s,  »'««>,        ßu>,  «Vm'»        ^/"' 

ersetzt;    es    gilt    ferner    bezüglich    der   Bedeutung  von  q  und  der  & ,  ß,  y ,  d   das    auf 
Seite  120  Bemerkte;  es  ist  weiter  zur  Abkürzung  gesetzt: 

'j, • •■ ,  "p 

i„  ■■■,>■„ 


j}",")    _v 


wobei  £1 ,  .  . . ,  Ep  irgend  welche  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und  der  Accent  am  Summen- 
zeichen bedeutet,  dass  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Grössen  x^,  .  .  .,  üp,  A, ,  .  . . ,  Ap 
von  den  {nrsff  Variationen  der  Elemente  0,  1,  .  .  .,  nrs  —  l  zur  2^'*°  Classe  mit 
Wiederholung  nur  diejenigen  treten  solleu,  für  welche  die  p  Zahlen  m'tJj,  niq^,  .  . .,  n'rjp 
sämmtlich  durch  r  und  die  p  Zahlen  n't;!,  n'i^ä,  ...,  n'r}'p  sämmtlich  durch  s  theilbar 
sind,  und: 

Krazes  und  Pbvm,  Thetafunclionen.  17 
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„(«,«') 


Z 


'i:': 


K 


wobei    der   Accent    am    Summenzeichen    bedeutet,     dass    an    Stelle    des    Systems    der 
2p    Grössen    x^,  .  .  .  ,   Xp,   \,  .  .  . ,  Ip    von    den    {nrsyp   Variationen    der   Elemente 
0,  1,  ...,  nrs —  1    zur    2p*°°  Classe    mit  Wiederholung  nur    diejenigen    treten   sollen, 
für    welche    die    j)   Zahlen    ^1 ,  % ,  . . . ,  »]p    sämmtlich    durch    nr   und    die   p   Zahlen 
Vfi,  iJ2,  ...,  ri'p  sämmtlich  durch  s  theilbar  sind;  es  bezeichnen  endlich: 
M3  die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Congruenzensystems: 
s»ji  ^  0  (mod.  M/s),     S7J2  ^  0  (mod.  wrs),    .  -  .,    srip^O  {moA.  nrs) , 
rri'i^Q  {moA.nrs),     rj^o  ^  0  (mod.  nrs),    ...,    rjjp  ^  0  (mod.  nrs), 
n^  die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Congruenzensystems: 
M w' s iji  ^  0  (mod.  )i/-s),     »rt'sr;^  ^  0  (mod.  »rs),    .  .  .,    «n'si^j,  ^  0  (mod.  «rs), 
mwVjji  ^  0  (mod.  w?'s),     mm'/'jjs  ^  0  (mod.  «rs)  ,    .  .  .,    nn  rri'p'^  0  {moüi.  nrs). 


5. 

Setzt    man    in    der    Formel   {Ä)  r  =  s  =  1,    wodurch    auch    «'  =  1    wird,    so 
erhält  man  die  der  ganzzahligen,  zur  Zahl  n  gehörigen  Transformation: 


«/-.. 

ß,r 

Yf.r 

s,. 

bei  der  zwischen  den  ganzen  Zahlen  «,  ß,  y,  d  die  p(2p  —  1)  Relationen: 


(^0 


2;  («,^  y,^ —  «.„■  y,„)  =  0 ,  Z  (ß,,  d,,,  -  /3,„.  d,,„)  =  0 , 


0 ,  wenn  ^'  ^ji, 


oder  die  damit  äquivalenten: 


{T,) 


2  («„,  ß,',  -  «,.  ^,,)  =  0 ,  E  (y,.  (J,..  -  j',,,  d,0  =  0 , 
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erfüllen,  entsprechende  Thetaformel  in  der  Gestalt: 


(^,) 


+ 


«'^^'''GCff] 


11,1, n— 1       — -    27  7,.  >(,''"•  + 2^  ",,■'■;«'"■-„    2^  2^  (y,;, ''.7,1»— «..^.«v^lv)' 


((4- 


In  dieser  Formel  ist  zunächst: 

wenn   man  mit  ^4,,,.,  B/u,    die  Ausdrücke: 

Äf,V     =     ttrf.lCi     -\-     E    ßyy.    a,,y,,  Bf,,      =     ^  ,■  f,    71  i     ^     H    8  y  X   df,  X    ,  (^>   >'  =  1,    2,    ■    ■   ■  ,    p) 

mit  ^A   die  Determinante  Z  -{-^A^iA^^ .  . .  Apj,  und  mit  A],,   die  Adjunete   von  ^4,,,  in 
dieser  Determinante  bezeichnet:  es  ist  ferner  zur  Abkürzung  gesetzt: 


h.,=^'^'-EÄ,,.B„,, 


(•■,•••  =  1,  2 p) 


r)y    ==  2;  («,..„  Xu  —  ßv,a  ^f,)  > 


n:  =  2:(-}'r,-'C,  +  s,^,x,), 


f  f  (■■  =  1,2,...,  p) 

g,.  ==\E  a„ßy,  +  E  («,,,  <j,  -  ß,,  h,)  ,       %  =  |  Z  y„„  d,,,  +  2;  (-  j^.^ ^^  +  d..,.  Ä^) , 

*  =  4^  2;  2: 2:  /3, ,,  .4;,-,  «„  «,,■ , 

#> ((7,  /()  =  2: 2: 2:  («,,„  ^,,„' f/,,  ^,.'  -  2 yyf, ß,,.' Ofl  h,.'  +  ß,,,  d,.„.  7«^,  //„■);r  /  —  2: 2; 2;  y,„  d,^ («, „■  r/,, —  ßr,u\')  « « ; 
4>{0)=  —  ZZZ  -*^'Jy'  [e,  +12;  ß,,u/3,„)  U,'  +  1  2,"  «.■„■/3.v/^  7ii 
—  1  2;  2:  y,  ,„  d,.  „  ((T,.  +  -1  2:  «,.,,■  /i,,,A  n: ; , 


"„,.^'  .' 


0,  1, .1/ :—  1 


Ö[ä]=  2        ^ 


11     u'     f  f  U     V  *     \  f  ' 


wobei  J'i  die  Deteriuiuauti'  2"  +  /S,i^g_,  .  .  .  ß,,,,  und  /S],,  die  Adjunrte  von  ß,,,  in  dieser 
Determinante  bezeichnet,  und  unter  d, ,  öj ,  ...,  Öp  ein°  beliebige  Lösung  des  'jlci- 
chuugensystems: 
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(E) 


-z:ss 


«..„(*',. 


i=  1,  2,  ...,  m, 


ist    in  dem  pi'',  pj*,  ...,  pj^'  (i  =  1,  2,  ...,  »«)  die  sämmtlicben  Normallösungen  des 
Congruenzensystems: 


(CO 


2:  2;  «„1  ß'rf,  p„.  =  0  (mod.  z/.) ,  .  .  . ,  2;  2:  &,.p  ß',a'  ?,«■  =  0  (mod.  z/.) 


bezeichnen;  es  gilt  weiter  bezüglich  der  Bedeutung  von  q  und  der  &,  ß,  y,  d  das  auf 
Seite  120  Bemerkte,  es  bezeichnen  rj ,  .  .  . ,  ip  beliebige  ganze  Zahlen,  und  es  ist  end- 
lich zur  Abkürzung  gesetzt: 

Ol     .  _  1   _  -  2;  .;„  v;  «-■  +  2;  .^  '-f,  «i  +  -?-  2:  [( ?,  +  ^  2;  )-,,„  <!,,„)  -;,.  -  (5,.+  ^  2:«„,,^,,,A ,,;,]  :r,- 


^    ■'^^^  +-;,••  •  4,4-  'I;,  ' 

wobei  «1,  .  . .,  £p  irgend  welche  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Aus  den  Formeln  (A),  (^1)  erhält  man,  indem  man  an  Stelle  der  a,  ß,  y,  d 
specielle  Zahleuwerthe  einführt,  die  einer  jeden  beliebigen  vorgelegten  Transformation 
entsprechende  Thetaformel.  Von  den  zahlreichen  bemerkenswerthen  specielleu  Trans- 
formationsformeln, welche  auf  diese  Weise  entstehen,  seien  zum  Schlüsse  hier  die  vier 
folgenden  aufgeführt. 

Es  werden  die  Lösungen  der  durch  die  Charakteristiken: 


^:  = 


1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0  ■   ■ 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

r 

.   .  0 

0 

0 

.  .  }■ 

bestimmten  Transformationsprobleme  durch  die  Formeln: 


(®.) 


■>-"^ill(».  =  '''>'    '4;:!.;,^ 


''  +  4- 


[v k  e 


■2ni    27  Hfl  ^^ 


^®>)    4;:!.i,^P]w)^=''2"^^ 


sp  \_ 


"A-+ 


i- 
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gegeben,  bei  denen  die  Grössen  u,  a  mit  den  Grössen  v,  h  durch  die  Gleichungen: 

V,.    =    Uy  ,  hy  ,..    =    —,  (,,  .•  =  I,    2,    .  .  .  ,  p) 

oder  durch  die  damit  äquivalenten:  . 


»/.  =  V,, , 
verknüpft  sind,  bei  denen  ferner  allgemein: 

0,1,  ....  r— 1 


dl, 


t%f.' 


(/i, /.'=!,  2,  ....p) 


2  .„ ;.. 


1  ■••''/,  ^Jj  \  ■■■', 


'i'  ■■■'  'p 

gesetzt  ist,  und  bei  denen  die  r/,  li,  l;  l  beliebige  reelle  Constanteu,  die  A  irgend  welche 
ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Es  werden  ferner  die  Lösungen  der  durch  die  Charakteristiken: 


T, 


1    ..  .0 

o'.  .  .  i 

r 

0 

0 

1    .  .      0 
0.  .  .    i 

T7'  = 


r 

0 

0 

0 

r 

}■  . 

0 

0 

0 

.  r 

bestimmten  Transformationsproblerae  durch  die  Formeln: 


(0,)  r"#^'p]w)/=2'  V;:;:l^^  % 


rh  + 


^■=1  \  / 


(0.)  ^A:^,^  *p]w.=2'^"^^' 


«  «  e 


-2«.-  27*^0,,  +  -^  -S(*^+e^)/„ 

^=1  /.=X 


gegeben,  bei  denen  die  Grössen  u,  a  mit  den  Grössen  v,  h  durch  die  Gleichungen: 

Vy   =    rtly  ,  iyv'    =    Oyy-  ,  {>■,  »'  =  1,    2,  .    .  .,  p) 

oder  durch  die  damit  äquivalenten: 

«u  _; 

verknüpft  sind,  bei  denen  ferner  allgemein: 


(/«i^  =1.  -.  •  •  -iP) 


_  ?"     y  ,■  1 


+  ,   c 


•  • '  V 


gesetzt  ist,  und  bei  denen   die  (j,  h,  Je,  l  beliebige  reelle  Constanten,  die  x,   A  irgend 
welche  ganze  Zahlen  bezeichnen. 
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VorAvort. 


Im  Frühjahre  18G5  war  mir  das  Glück  zu  Theil  geworden,  bei  meinem  hoch- 
verehrten Lehrer  Eionann  in  Pisa,  wo  derselbe  sich  seiner  Gesundheit  wegen  aufliielt, 
einige  Wochen  zubringen  zu  können.  Ich  war  damals  mit  gewissen  Untersuchungen 
aus  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  beschäftigt,  deren  Anfänge  ich  schon 
in  meiner  im  Jahre  18G4  in  den  Denkschriften  der  Wiener  Akademie  erschienenen 
Arbeit  „Xeue  Theorie  der  ultraelliptischen  Functionen"  anhangsweise  ver- 
öffentlicht hatte,  und  es  bildete  während  meines  Aufenthaltes  in  Pisa  unter  anderem 
auch  das  Additionstheorem  der  hyperelliptischen  Functionen  einen  Gegenstand  meiner 
Studien.  Bei  dieser  Gelegenheit  wurde  mir  von-  liiemann  eine  Formel  (Formel  ('12j 
der  ersten  Arbeit)  mitgetheilt,  die  für  die  Theorie  der  Thetafuuctionen  als  eine  funda- 
mentale anzusehen  ist,  und  ich  'verfasste  auf  seine  Anregung  hin  einen  Beweis  für 
diese  Formel,  dessen  Gang  auch  die  Zustimmung  meines  Lehrers  fand.  Zu  einer  Ver- 
werthung  der  erwähnten  Formel  gelangte  ich  aber  damals  nicht,  einmal,  weil  eine  Ver- 
schlimmerung in  dem  Befinden  Bientanns  weitere  Besprechungen  unmöglich  machte, 
dann  aber  auch,  weil  eingehendere  auf  die  Charakteristiken  der  Thetareihen  bezügliche 
L'ntersuchungen,  deren  vorherige  Durchführung  mir  nothwendig  erschien,  mich  ganz  in 
Anspruch  nahmen. 

Zur  Fortsetzung  der  damals  begonnenen  und  dann  unterbrochenen  Unter- 
suchungen, zu  deren  Wiederaufnahme  meine  in  der  Zwischenzeit  ausgeführten,  auf 
anderen  Gebieten  sich  bewegenden  Arbeiten  keinen  Aulass  boten,  wurde  ich  durch 
einen  Zufall  veranlasst.  Im  Herbste  des  Jahres  1878  kam  mir  nämlich  auf  buchhänd- 
lerischem Wege  eine  Arbeit  des  Herrn  I'uclda'*)  zu,  in  der  ein  gewisses  System  von 
2"  linearen,  aus  denselben  2"  Variablen  mit  Hülfe  der  Coefficienten  +  1  und  —  1  ge- 
bildeten Formen  (vgl.  im  Folgenden  die  Tabellen  pag.  81)  auftritt,  welches  mein 
Interesse  insofern  in  Anspruch  nahm,  als  in  ihm  das  in  der  liiemann  sehen  Thetaformel 
vorkommende  System  der  vier  Formen  u  -\-  v  -{-  w  -\- 1,  u  -\-  v  —  w  —  f,  u  —  i'  -f-  iv —  f, 
u  —  V  —  IC  +  t  als  specieller  Fall  enthalten  ist.  Indem  ich  das  Gesetz  der  Coefficienten 
dieses  Systems  in  allgemeiner  Gestalt  zu  gewinnen  suchte,  gelangte  ich  bald  zu  den 
Beziehungen,  welche  zwischen  diesen  Coefficienten  und  den  2"  zur  Zahl  n  gehörigen  ein- 
reihigen Charakteristiken  bestehen.  Dadurch  angeregt  nahm  ich  die  Untersuchungen 
über  die  Riemann'sche  Thetaformel  wieder  auf  und  erkannte,  nachdem  ich  dieselbe  in 
die  allgemeinere  Gestalt  (12')  gebracht  hatte,  dass  ein  mit  den  erwähnten  linearen 
Formen  in  directem  Zusammenhange  stehendes  System  linearer  Gleichungen  (^System 
(S)  auf  Seite  84)  existirt,  das  für  die  Untersuchung  der  zwischen  den  verschiedenen 
Thetafnnctionen   bestehenden   Beziehungen    insofern    von   fundamentaler  Bedeutung  ist. 


*)  Fuchta,  Ein  Determinantensatz  und  seine  Umkehrung.     Denkschriften  der  math.-natnrw. 
Classe  der  Wiener  Akademie,  Bd.  XXXVIII,  1878. 
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als  es  in  gewissen  aus  ihm  ableitbaren  Gleichungen  die  Grundtypen  für  die  Additions- 
theoreme der  Thetafunctionen  und  für  die  damit  zusammenhangenden  allgemeinen 
Thetarelationen  liefert.  Die  Resultate  dieser  und  anderer  damit  in  enger  Beziehung 
stehender  Untersuchungen  habe  ich  in  den  nachstehenden  fünf  Arbeiten  niedergelegt, 
und  ich  erlaube  mir  hier  noch  Folgendes  über  die  einzelnen  Arbeiten  und  den  Zu- 
sammenhang derselben  mitzutheilen. 

Naturgemäss  beschäftigt  sich  die  erste  Arbeit  mit  der  Herstellung  der  liiemann- 
schen  Thetaformel.  Das  hier  zur  Gewinnung  derselben  mitgetheilte  Verfahren  ist  im 
wesentlichen  mit  dem  in  Pisa  eingeschlagenen  identisch.  Dasselbe  hätte  unter  An- 
wendung der  in  der  zweiten  Arbeit  entwickelten  Methoden  leicht  durch  ein  kürzeres  ersetzt 
werden  können;  für  die  Beibehaltung  des  vorliegenden  war  der  Umstand  entscheidend, 
dass  dasselbe  in  den  wesentlichen  Punkten  die  Zustimmung  Riemann's  erhalten  hatte, 
und  weiter  auch  noch  der,  dass  das  im  Aufauge  der  Arbeit,  in  Art.  2,  dargelegte  Priu- 
cip  der  Zerlegung  einer  periodischen  Function  von  Riemann  herrührt  und  von  ihm 
schon  in  den  Vorlesungen  des  Wintersemesters  1861/62  als  ein  für  die  Theorie  der  Theta- 
functionen fundamentales  bezeichnet  wurde.  Handelt  es  sich  nur  darum,  die  Formel 
(12)  überhaupt  zu  erhalten,  so  führt,  wie  ich  in  einer  im  Journal  von  Grelle  demnächst 
erscheinenden  Abhandlung  zeigen  werde,  ein  ungemein  einfacher  Weg  zu  diesem  Ziele. 
Der  in  Art.  3  geheferte  Beweis  für  die  Linearunabhängigkeit  der  2-''  Thetafunctionen 
kann,  ebenso  wie  der  in  Art.  3  der  zweiten  Arbeit  ^thaltene,  auf  Grund  der  im  An- 
fange der  fünften  Arbeit  durchgeführten  Untersuchungen,  durch  einen  eleganteren  er- 
setzt werden.  Die  auf  Seite  20  stehende  Betrachtung,  sowie  einzelne  Zusätze  sind  erst 
jetzt  bei  der  Ausarbeitung  hinzugekommen. 

Es  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  Herr  Frobenius  in  seineu  schönen  Unter- 
suchungen über  das  Additionstheorem  der  Thetafunctionen*)  auf  einem  von  dem  hier 
eingeschlagenen  ganz  verschiedenen  Wege  zu  einer  Formel  gelaugt  ist,  die  ohne  Mühe 
in  die  Piiemann' sehe  Thetaformel  übergeführt  werden  kann.  Da  aber  die  Formel  des 
Herrn  Frobenius  in  dessen  Theorie  einen  mehr  secundären  Charakter  hat,  und  die 
Methoden,  die  zu  ihr  führen,  das  innere  Wesen  dieser  Formel  nicht  erkennen  lassen, 
auch  die  Form  derselben  nicht  die  charakteristische  ist,  wie  die  der  Puemann  schew,  so 
wird  es  wohl  keiner  weitereu  Rechtfertigung  mehr  bedürfen,  dass  ich  der  Formel  (12) 
den  Namen  der  Riemann  sehen  Thetaformel  beigelegt  habe. 

Der  Einblick  in  die  wahre  Natur  dieser  Formel  wird  aber  erst  erhalten,  wenn 
man  das  der  Formel  zu  Grunde  liegende  System  der  vier  Formen  u  -\-  v  -\-  iv  -\-  t, 
u  -(-  v^ —  w  —  t,  ti  —  V  -\-  IC  —  t,  u  —  V  —  w  -\-  t  als  besonderen  Fall  eines  allgemeinereu 
Systems  linearer  Formen  auffasst.  Dieses  allgemeinere  System  liegt  den  Untersuchungen 
der  zweiten  Arbeit  zu  Grunde,  die  von  mir  im  .Jahre  1879  ausschliesslich  zu  dem 
Zwecke,  die  Natur  der  Formel  nach  jeder  Richtung  klar  zu  stellen,  begonnen  wurden. 
Durch  sie  verliert  die  Rieniann'sche  Thetaformel  die  isolirte  Stellung,  die  sie  bis  dahin 
inne  hatte,  und  erscheint  als  ein  einzelnes  Individuum  in  einer  Gesammtheit  ähnlicher 
Formeln,  die  auch  für  weitere  Untersuchungen  verwendbar  sein  dürften. 

Handelt  es  sich  nun  um  die  Verwerthung  der  Riemann' sehen  Thetaformel,  so 
bedarf  man  gewisser  Sätze  über  Charakteristiken,  die  in  der  dritten  und  vierten  Arbeit 
beigebracht  sind.     Die  in  der  dritten  Arbeit  voi'kommenden  Sätze   über  die  ZerlesLunor 


*]   Frobenius,     Ueber     das    Additionstheorem     der    Thetafunctionen     mehrerer    Variabelu. 
Crelle's  Journal,  Bd.  89,  pag.  185.     Die  im  Texte   erwähnte  Formel  ist  die  Formel  (5.),  pag.  201. 
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einer  Charakteristik  in  zwei  andere  wurden  von  Jticmotin  in  den  Vorlesungen  des  Sommer- 
semesters 18r)2,  der  Kürze  der  Zeit  wegen  ohne  Beweis,  mitgetheilt.  Er  erwähnte  dabei, 
dass  diese  Sätze  durch  den  Schhiss  von  p  auf  p  -{-  \  bewiesen  werden  könnten;  jedoch 
kann  der  so  geführte  Beweis  wegen  der  dabei  nöthigen  Unterscheidung  verschiedener 
Fälle  unter  keinen  Umständen  als  ein  eleganter  oder  gar  in  das  Wesen  der  Sache  ein- 
dringender bezeichnet  werden.  Der  von  mir  in  der  dritten  Arbeit  gegebene  Beweis 
dürfte  wohl  der  einfachste  und  natürlichste  sein. 

Die  vierte  Ai-beit  beschäftigt  sich  speciell  mit  jenen  merkwürdigen  Systemen  von 
'2p  -\-  \  und  2p  -\-  2  Charakteristiken,  die  in  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Inte- 
grale ihren  Ursprung  und  bei  den  zu  diesen  Integralen  gehörigen  Thetafunctionen  ihre 
erste  Anwendung  gefunden  haben,  die  aber  zugleich  auch,  wie  bereits  Eiemann  hervor- 
gehoben hat,  die  Hülfsmittel  für  die  Behandlung  gewisser  auf  die  allgemeinen  Theta- 
functionen bezüglicher  Probleme  liefern.  Wie  ich  schon  in  meiner  im  Jahre  1866  er- 
schieneneu Arbeit:  „Zur  Theorie  der  Functionen  in  einer  zweiblättrigen  Fläche" 
mitgetheilt  habe,  hat  likmann,  sowohl  in  den  Vorlesungen  des  Sommersemesters  1862, 
wie  auch  bei  den  Besprechungen,  die  ich  mit  ihm  in  Pisa  hatte,  seine  auf  diese  Systeme 
bezügliche  Theorie  immer  nur  an  einem  speciellen  Systeme  entwickelt;  es  war  dies  ge- 
wöhnlich das  folgende: 


[«,._:]  =  [Q--  K;,)^-],    [a.3,.]  =  [a)'— uJ)^-'], 


Die  Sätze  wurden  in  allen  Fällen  durch  den  Schluss  von  p  auf  ^^  +  1  bewiesen,  und 
aus  dem  Systeme  [«J,  [w^],  . .  .,  [rtäp-i-i]  wurde  dann  unter  Hinzunahme  einer  willkür- 
lichen Charakteristik  [«^J  das  mit  ähnlichen  Eigenschaften  versehene  allgemeinere  System: 

[a'i]  =  [ßü]  +  [«i],  [«2]  =  [«o]  +  [rtä],  .  .  •  v   [a'ip+i]  =  [öj  +  [«^/-nl»  [ßip-^i\  =  [«o] 

abgeleitet.  Wie  ich  aus  gewissen  Aeusserungen  Eianann's  schliessen  zu  müssen  glaube, 
beabsichtigte  derselbe,  die  Ausdehnung  dieser  Sätze  auf  alle  den  verschiedenen  Zer- 
legungen der  Fläche  T  entsprechenden  Charakteristikensysteme  mit  Hülfe  der  Theorie 
der  linearen  Transformation  zu  bewii-ken.  Mich  dagegen  forderte  er  während  meiner 
Anwesenheit  in  Pisa  auf,  den  Beweis  dieser  Sätze  auf  Grund  seiner  im  Manuscripte 
vorliegenden  und  später  im  .Journal  von  Crelle  veröffentlichten  Untersuchungen  über 
das  Verschwinden  der  Thetafunctionen  zu  versuchen.  Diesen  Beweis  habe  ich  geliefert 
und  in  meiner  soeben  erwähnten  Arbeit  mitgetheilt.  Die  in  der  vierten  Arbeit  ent- 
wickelte Charakteristikentheorie  ist  also  für  einen  speciellen  Fall  schon  von  Riemaun  auf- 
gestellt worden;  nur  die  in  Art.  4  dieser  Arbeit  besprochene  Beziehung  (—  1)  "  '  =  —  1, 
die  zwischen  je  zwei  Charakteristiken  [«„],  [«,]  eines  Systems  [a,],  [a_.],  .  .  .,  [«2,4-1] 
der  erwähnten  Art  besteht,  hat  derselbe  mir  gegenüber  niemals  erwähnt,  und  es 
bedarf  daher  die  von   Herrn    H.  Stahl*)  in   seiner  Arbeit   über   Thetacharakteristiken 


*)  Stahl,  H.,  Beweis  eines  Satzes  von  Riemann  über  9 -Charakteristiken.    Crelle "s  Journal, 
Bd.  88,  pag.  276. 


gemachte  Angabe,  dass  schon  Füemann  dieselbe  aufgestellt  habe,  einer  Berichtigung. 
Auf  diese  Beziehung  zuerst  aufmerksam  gemacht  zu  haben,  ist  vielmehr  das  Verdienst 
des  Herrn  H.  Stahl.  Dass  in  dieser  Relation  das  wahre  Wesen  der  erwähnten  Cha- 
rakteristikensysteme zu  suchen  ist,  geht  sowohl  aus  den  auf  diese  Systeme  bezüglichen, 
in  oben  citirter  Arbeit  enthaltenen  Betrachtungen  des  Herrn  Frobenius.  wie  auch  aus 
den  von  mir  unter  Benutzung  dieser  Relation  durchgeführten  Untersuchungen  unzweifel- 
haft hervor. 

Die  Anfänge  der  fünften  Arbeit  stammen,  wie  schon  erwähnt  wurde,  aus  dem 
Jahre  1878,  und  es  bildete  speciell  die  Gewinnung  der  in  Art.  8  aufgestellten  Funda- 
mentalformel ([/)  von  Anfang  an  das  Hauptziel  meiner  Bestrebungen.  Zu  den  Unter- 
suchungen des  Art.  7  dagegen  wurde  ich  erst  si^äter,  durch  das  vStudium  einer  inzwischen 
erschienenen,  auf  Seite  110  citirten  Arbeit  des  Herrn  NöfJier  und  der  schon  erwähnten  Arbeit 
des  Herrn  Frobenius,  veranlasst.  In  Folge  der  Untersuchungen  der  fünften  Arbeit  wird 
von  jetzt  an  die  Biemannsche  Thetaformel  als  die  eigentliche  Fundamentalformel  für  die 
ganze  hierhergehörige  Theorie  der  Thetafunctionen  augesehen  werden  müssen,  und  es 
ist  damit  zugleich  die  zur  Herstellung  der  verschiedenen  Thetarelationen  bis  jetzt  aus- 
schliesslich benutzte  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten,  die  immer  etwas  künst- 
liches hat  und  in  den  wenigsten  Fällen  die  wahre  Natur  der  entstandenen  Formel  er- 
kennen lässt,  als  antiquirt  zu  betrachten  und  durch  die  hier  gegebenen  neuen,  noch 
weiterer  Ausbildung  fähigen  Methoden  zu  ersetzen,  bei  denen  die  ganze  Untersuchung 
auf  die  Untersuchung  eines  Systems  linearer  Gleichungen  reducirt  ist.  In  welcher 
Weise  die  hier  gegebenen  Methoden  zu  verwenden  sind,  wird  am  besten  durch  die 
Behandlung  eines  sjjeciellen  Falles  dargethan.  Auf  meine  Anregung  hin  hat  Herr 
Krazer,  der  als  mein  Schüler  au  den  vorliegenden  Untersuchungen  regen  Antheil  ge- 
nommen, und  dem  ich  an  dieser  Stelle  für  die  mir  dabei  gewährte  Unterstützung  meinen 
besten  Dank  ausspreche,  die  Behandlung  des  Falles  jj  =  2  nach  den  hier  entwickelten 
Principien  unternommen.  Die  betreffende,  in  demselben  Verlage  erschienene  Arbeit 
schliesst  sich  unmittelbar  an  die  vorliegende  an  und  wird  durch  ihre  sorgfältige  Aus- 
führung nicht  verfehlen,  das  Interesse  der  Mathematiker  wach  zu  rufen. 

Jede  der  fünf  Arbeiten  war  zunächst  als  selbständiges  Ganzes  abgefasst  worden; 
erst  später  entschloss  ich  mich,  dieselben  in  der  vorliegenden  Reihenfolge  zusammen- 
zufassen; dadurch  erklärt  sich  die  Wiederholung  gewisser  Betrachtungen,  namentlich 
über  Charakteristiken.  Dass  trotzdem  ein  inniger  Zusammenhang  zwischen  den  ein- 
zelnen Arbeiten  besteht,  wird  der  kundige  Leser  erkennen. 

Schliesslich  ist  es  mir  eine  angenehme  Pflicht,  dem  Herim  Verleger  für  die 
Bereitwilligkeit,  mit  der  er  auf  meine  Wünsche  bezüglich  der  Ausstattung  dieser  Arbeit 
eingegangen  ist,  an  dieser  Stelle  meinen  besten  Dank  zu  sagen. 

Würzburg,  im  September  1881. 

F.  Prym. 


I. 

Die  Kieniaiin'sclie  Tlietaforinel. 


PRYM,  die  Riemauu'ache  Thetaformel. 


1.- 

Die  Rieniann' sehe  jj-fach  unendliche  &-Reihe: 

f=p  f'=p  f=p 

m  =  +  00  m    =+»        ^       ^     ""f^'  "'/•  "■"'  +^  ^  '"li'u 
7)1,=  —»    m^=—  ac 

bei  der  die  Grössen  a^,^-  =  «„•„  nur  den  für  die  Couvergenz  der  Reihe  noth wendigen 
Bedingungen  unterworfen  sein  sollen,  stellt  eine  einwerthige  und  für  endliche  v  auch 
immer  stetige  Function  der  complexen  Veränderlichen  ^il^^i ... !  Vp  dar,  die  den  Glei- 
chungen: 

(1)  #■(«,  '■...    Vr-\-7ti\...\  ig  =  &{V,\.  .  .  I  i;,|  .  ,  .  j  t;^)  , 

(1  =  1,  t,...,p) 

(2)  d-(i\  -f  «1,,  V.,  +  a2y\  ...  I  Vy  +  Opy)  =  »(v^lvol ..  .\vp)e~ '''''"•' • 

^d&(v,\...\Vp)   ^    d'»(V,\...\Vp) 
/n\  davr  dVv^  '  .  > 

o  a^fa I ■  ■  ■  1 1>)  ^  8'»(f,|...|^)p)      (v,.-=i,2,...,;,) 

"  Soi'v'  CVv    CVv  ' 

genügt.  Erfüllt  umgekehrt  eine  einwerthige  und  für  endliche  v  auch  stetige  Function 
der  complexen  Veränderlichen  v^lv^'  ...\Vi,  die  Gleichungen  (1  j,  (2),  so  kann  sie  sich  von 
der  Function  d'{vi\v.,] ..  .\vp)  nur  um  einen  von  den  v  freien  Factor  unterscheiden;  er- 
füllt sie  ausserdem  noch  die  Gleichungen  (3),  so  ist  dieser  Factor  auch  von  den  Grössen 
a  unabhängig. 

Die  obige  Function  ist  ein  besonderer  Fall  der  folgenden  allgemeineren: 


^::::':^]^^r-\v,>)=^---^ 


bei  der   die  e,s    ganze  Zahlen    bezeichnen;  sie  entsteht   aus  dieser,   wenn  man  für  die 
f ,  s    durchweg  den  Werth   Null  setzt,  d.  h.  es  ist: 

*[o  ■■;o](''i  l^'ä  i  •••  I  Vp)  =  Hv,\v,  \...\Vp). 

Der    Zusammenhang     zwischen    den    beiden    Functionen     wird    vermittelt    durch    die 
Gleichung: 
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/•=p  /''=p        ,  f'=j'      ,       ,,      ,  ' 

,,_i     ..' 1  4  1  \  2        ■' 


xe — '•     * 
und  es  genügt  die  allgemeinere  Function  ähnlich  wie  die  ursprüngliche  den  Gleichungen: 


(1')  ^r;:--;^](t;j..>.,+^^i...k,)=4;;  •■;'](«,i...Ki..>;,)e'^"; 


(3') 


("■  =  1,2 P) 


(r,.'=I,2,...,^) 


Ci») 


2- 


2avv'  dvv  dvv 


Erfüllt  umgekehrt  eine  einwerthige  und  für  endliche  v  aucli  stetige  Function  der  com- 
plexen  Veränderlichen  Vj  |  Vj  | ...  |f/,  die  Gleichungen  (!'),  (2'),  so  kann  sie  sich  von  der 
Function  ■O'    !  "  '^  \(vi  !  .  .  .  |  Vp)  nur  um  einen  von   den  v  freien  Factor  unterscheiden; 

erfüllt  sie  ausserdem  noch  die  Gleichungen  (3'),  so  ist  dieser  Factor  auch  von  den 
Grössen  a  unabhängig. 

Das  Symbol     ''"'f     wird  die  Charakteristik  der  O'-Function  genannt  und  soll, 

wenn  dadurch  kein  Missverständniss  zu  befürchten,  abgekürzt  durch  T,  L  noch  einfacher 

durch  [s]  bezeichnet  werden.  Ferner  möge  es  erlaubt  sein,  wenn  die  Ausdrücke  für 
die  Argumente  einer  -^-Function  sich  nur  durch  untere  ludices  unterscheiden,  hinter  dem 
Functionszeichen  nur  den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Argumente,  mit  Weglassung 
des  Index,  in  doppelte  Klammern  eingeschlossen  zu  schreiben,  also  '9'',  ((i'))  für 
'^[,■1(^1 1  ^2 1  •  •  •  I  ^p))  und  entsprechend  ein  Grössensystem  v^lv^]...]  Vp  einfacher  durch  (v) 
zu  bezeichnen.     Bezeichnet  man  dann  endlich  noch  das  System: 

Vi-{-  U  ^  au,  -\-'^7ci\...\Vp-^  Z  ^  rt-;,,,  +  ^Jt/ , 

wobei  unter  den  x,  x'  ganze  Zahlen  zu  verstehen  sind,  symbolisch  mit  Iv  -\-  \  !\\,  so  er- 
geben sich  aus  den  beiden  für  die  Function  •&[',]((«'))  oben  aufgestellten  Ausdrücken  die 
folgenden  Relationen: 


Z       S    a       ■     "    "'   -    ^x     IV     -(-'-^».■4-' 


(v=l,  2 p) 

(■B2)  C' ■■■/+•'■  ■i''](('-*)  =  (-^^'"  4!' ■■'.''■■■!'' ]W' 

l=p 

(c)  C'/..':y«-  ^■))= (-  ^)'^'    ^C'.:::!>]((^'))- 

Die  Gleichungen  (5j),  (Sg)  zeigen,  dass,  wenn  man  von  den  Constanten  Factoren  +  1 

und    —  1    absieht,    im   Ganzen   nur    2-^    wesentlich    verschiedene  Functionen  9'|  1f(v)) 

existiren,  welche  man  erhält,  indem  man  für  die  2p  Grössen  e,  s'    auf  alle  möglichen 

Weisen  die  Zahlen  0  und  1   setzt.     Eine  solche  Charakteristik,  in  der  nur  die  Zahlen 

0  und  1  vorkommen,  soll  eine  Normalcharakteristik  genannt  werden.     Die  Formel  (C) 

zeigt  dann  weiter,  dass  jede  Function  ^T,  ft'))  entweder  eine  gerade  oder  eine  ungerade 

i=p      ^  f=p 

Function  ist,  je  nachdem   Z  Sys'y^  0  (mod.2)  oder  Z"«,.«',. ^  1  (mod.  2)  ist.    Setzt  man 
1=1  1=1 

in  der  Formel  (A)  allgemein  x,  ==  2ky,  x',,  ^  2i.\,  indem  man  unter  k,  X  ganze  Zahlen 

versteht,   und  wendet   dann  die  Formeln  (.B)  an,    so  erhält  man    die   ebenfalls    später 

zur  Verwendung  kommende  Formel: 

/>=/'  t^==ii  f=p  h—p 

(^)  cj^+!;ii))=c]w^'  "'""^       ^"    "" 

welch'  letztere  als  specielle  Fälle  die  schon  oben  angeführten  Formeln: 

(A)  »[;.]  (r,  i . . .  1 1;..  +  ;r,:  i . . .  I  v,)  =  %[^{v,  \...\vA...\v,)  e''"' , 

(•  =  1,2 p) 


-  2  r,.  -  «,,.+  .■,'"■ 

^L«J  ^"^  -r  «1 . 1  •  •  •  •  t>  -r  "p  •  j  =  •«^L,  ji^'i '  •  •  ■  <-?}' 

umfasst. 


Das  zuerst  von  Jacohi*)  in  der  Theorie  der  9-- Functionen  einer  Variable  imd 
später  von  Herrn  Rosetihain**)  in  der  Theorie  der  ^-Reihen  von  zwei  Variablen  ver- 
wandte System  linearer  Gleichungen: 


*)  C.  G.  J.  Jacobi's  Gesammelte  Werke.    Berlin  1881,  Reimer.     Band  I.    pag.  503. 
**)   Memoire  snr  les  fonctiong  de  deux  variables   et  n  quatre  periodes,  qui  sont  les  inverses 
des  fonctions  nltra-elliptiqaes  de  la  premifere  classe  par  31.  George  Rosenhain.    R«caeil  des  eavants 
^traogers  de  Tacad^mie  des  sciences  de  Paris.    Tome  XI. 


-     6     — 

%t  ->r  V  -\-  tv  -\-  t  =  2u, 
u  -\-  V  —  w  —  t  =  2v' , 
u  —  r  -{-  w  —  t  =  2w', 
u  —  V  —  tv  -\-  t  -^  2  t' , 

ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  es,  nach  «,  v,  iv,  t  als  Unbekannten  aufgelöst,  das  gleich- 
gebaute System: 

u  +  r'+  «"'  +  '^'=  -"? 
u'  -\-  v  —  tv  —  t'  =2v, 
ti'  —  V  +  iv'  —  t'  =2tv, 
u'  —  v  —  IV  -{-  t'  =  2t , 

ero-ibt;  man  kann  daher  in  allen  auf  Grund  dieses  Systems  abgeleiteten  Resultaten,  die 
it,v,iv,t  als  unabhängige  Veränderliche  enthalten,  u,v,w,t  mit  tc,  v,  iv,  t'  beziehlich 
vertauschen.  Systeme  dieser  Art  können  auch  in  der  Theorie  der  allgemeinen  -S'-Reihen 
mit  grossem  Nutzen  angewandt  werden,  wie  die  folgende  Untersuchung  zeigen  wird. 

Man  bilde,  unter   m,.,  ^V,  «V,  U,  {v  =  \,2, .  .  .,p)   unabhängige  Veränderliche 
verstanden,  p  Systeme  von  je  vier  Gleichungen,  das  i/"  von  der  Form: 

«■■  +  l'r  +   «t'r   +   tr  =  2  u\. , 

Uy  +  Vr  U\   t,.    =  2v' r, 

(Sr)  „      ,  (v  =  l,2,...,p) 

tlr  Vv  +  U'v  tr  =  2lV  V, 

u,  —  i\  —  tt\.  +  t,.  =  2t\., 

SO  erhält  man  aus  diesen  p  Systemen,  durch  Auflösung  eines  jeden  nach  den  in  ihm 
vorkommenden  Variablen  u,  v,  iv,  t  als  Unbekannten,  p  gleichgebaute  Systeme,  das  v^" 
von  der  Form: 

n'r   +   V'r  +   iVy  +   ^'i    =   -  "v  , 

?/,,  +   v'r  IV  r   i' y   =  2t\  , 

(S'r)  .  ,  ,  ^  {.=1,2,...,P) 

U  r  ■  V  y   -{-   IV  r  ^1=    2tVy  . 

11, ,   —   v'r  —tVy  +   t'r   =   2t,. 

Bildet  man  dann  das  Product  von  vier,  dieselbe  Characteristik  besitzenden  ■©•-Func- 

tionen mit  den  Argumenten: 

{u  -\-  V  -\-  iv  -\-  t),    (il  -\-  V  —  IV  —  t) ,    (u V  -{-  IV  —  t) ,    (m  ~  V  —  tv  -\-  t) 

beziehlich,  so  kann  man  dieses  Product.  indem  man  zunächst  von  den  Grössen  v,  w,  t 
absieht,  als  Function  der  p  Veränderlichen  2ui\2ii.,\  .  .  .\  2up  betrachten  und  dem- 
entsprechend mit  /'(2t<i  I  2^2  I  ...  I  2up)  bezeichnen,  so  dass  also: 

(1)  f{2ui\2u2\...'2np)  =  ^((«  -\-v  +  IV -f  t}&({u -{-v  —  iv  —  t))&{{u  —  v+tv  —  tj^u  —  v  —  iv  +  0) 


ist.  Die  so  definirte  Function  /((2«))  ist  danu  eine  einwerthige  und  für  alle  endlichen 
Werthe  der  n   auch  stetige  Function  der  complexen  Variablen  2«,  j  2«^  |  . .  .    2uj,,  die 

1)  in  Bezug  auf  jede  Variable  2?(,  periodisch  ist  mit  der  Periode  27ti, 

2)  beim  Uebergange  von 

2j«,  I  2Mä  I .  . .  I  2!<;,  in  2?(i  +  2rti,.  |  2u,  +  2ai,  | . . .  j  2;^  +  2apy 

den  Factor  e~  "'"""    erlangt, 
oder  die,  was  dasselbe  sagt,  den  Gleichungen: 

1)  f(2n,-\...\2ur  +  2:ii\...\2n,)=fi2ui\...\2iu.\..:]2u,), 

(1)  (1=1,2, ...,p) 

2)  /•(2«,  +  2a„,|...|2«^  +  2a/„.)=A(2M,|...|2M;,)e-'"'~*'''' 

genügt. 

Ist   /'(.{•)   eine    in  Bezug   auf   die  Variable  x  mit  der  Periode   2}ti  periodische 
Function,  so  kann  man  dieselbe  immer,  unter  Anwendung  der  Identität: 

f,-\  __  fix)  +  fix  +  ni)        fix)  —  fix  +  ni) 
1^    )  —  2  *"  2  ' 

als  Summe  zweier  anderer  Functionen  darstellen,  von  denen  die  erste,  \[f{x)  -\-  f{x  -\-  ni)], 
periodisch  ist  mit  der  Periode  ni,  oder  was  dasselbe,  bei  Aenderung  von  x  um  ni  den 
Factor  -\-  1  erlangt,  die  zweite,  \[f{x)  — f{x  -\-  ni)],  dagegen  bei  Aenderung  von  x 
um  ni  den  Factor  —  1  erlangt.  Unter  Anwendung  dieses  Princips  kann  man  die 
Function  /'(2((j  |  . . .  |  2u^,  indem  man  sie  zunächst  als  Function  von  2u^^  betrachtet, 
als  Summe  zweier  Functionen  f^,  /"o  darstellen,  von  denen  die  erste,  /j,  bei  Aenderung 
von  2«,  um  ni  den  Factor  +  1,  die  zweite,  f^,  den  Factor  —  1  erlangt,  während  eine 
jede  derselben  in  Bezug  auf  die  noch  übrigen  Variablen  2xi^\  . .  .\2up  periodisch  ist 
mit  der  Periode  2ni.  Einen  jeden  dieser  beiden  Summanden  /",,  /^  kann  man  daher, 
indem  man  ihn  als  Function  von  211^  betrachtet,  nach  demselben  Verfahren  weiter  zer- 
legen: fy  in  /"j^i  -(-  /"j^,;  /ä  iii  fiA  +  /ä.2)  jeden  dieser  neuen  Summanden,  indem  man  ihn 
als  Function  von  2  «3  betrachtet,  wieder  in  zwei  Theile,  und  erhält  auf  diese  Weise 
schliesslich  die  Function  /'  dargestellt  als  eine  Summe  von  2''  anderen  Fimctionen  (p, 
die  so  bescliafien  sind,  dass  sie  bei  Aenderung  von  2««,,  um  ni,  welchen  Werth  auch 
V  besitzen  mag,  jedesmal  zur  Hälfte  den  Factor  +  1,  zur  andern  Hälfte  den  Factor  —  1 
annehmen,  und  es  sind,  wie  man  leicht  einsieht,  diese  Functionen  <p  unabhängig  von 
der  für  die  successive  Zerlegung  eingehaltenen  Reihenfolge  der  Variablen.  Eine  dieser 
Functionen  90  ist  also  in  Unterscheidung  von  den  übrigen  bestimmt  durch  die  Be- 
dingung, dass  sie  bei  Aenderung  von  2hj  um  ni  den  Factor  ( —  1)'',  bei  Aenderung 
von  2«,  um  ni  den  Factor  ( —  1)'^,  endlich  bei  Aenderung  von  2%ip  um  ni  den  Factor 
( —  1)'^  erlangt,  wobei  allgemein  «,.  entweder  den  Werth  0  oder  den  Werth  1  vertritt, 
während  sie,  wie  aus  ihrer  Entstehung  hervorgeht,  zugleich  mit  allen  übrigen  Functionen 
9  bei  Aeiwlerung  von  2it,  j .  .  .  |  2up  um  2ai,     ...    2ap,  den  Factor  e~   "'~  ""  erlangt; 


in  Folge  dessen  kann  eine  solche  Function  (p  passend  durch  93[£,  .  . .  5p] (2 «^  | .. .  2t(p) 
bezeichnet  werden,  und  man  hat  dann: 

0,  1 

(2)  /(2m,  ! . . .  I  2i(p)  =  2<P[h  •  •  •  *J(2«i !  ■  ■  ■ !  2«p) , 

t, , .  . ,  f^ 

wobei   die  Summation   über  alle  2^  Formen  q>   auszudehnen  ist,   die   entstehen,   indem 
man  in  [«i  . .  •  £p]  für  die  e  auf  alle  möglichen  Weisen  die  Zahlen  0  und  1  einführt. 
Die  dem  Falle  p  =  2  entsprechende  Zerlegung: 

a2u,  i  2u,) 

^  f(2u,  I  2m,)  +  /-(2U.  +  ni  I  2«,)  +  A'^^.  |  "2»»  +  ^0  +  /'C2»,  +  ni  \  2m,  +  ni^  \  ^  ^^^ ,-^^  .9 )(  \2u,) 

f{2u,  I  2m,)  +  mu,  +  Tti  I  2m,)  -  /■(2Mi  |  2m,  +  ,[i)  -  f{2u,  +  ni  I  2m,  +  nt)  \        „m  1  vo,,  1  o  „  ^ 

I    /'(2Wi  I  2m,)  —  /•(2Mi  +  :ri  j  2«,)  +  A^M,  !  2m,  +  ni)  —  /•(2m,  +  7ti  !  2m,  +  tti)  1  q  q-, (-9^^  1  g,,  N 

.    A2Mi  ;  2m,)— /•(2m,  +  Trr    2m,)  — A^t«,  |  2m,  +  ;rt)  + /•(2?<,  +'rti2M, +  n:z))        ^^  11(2»  !'>«') 

möge  das  Gesagte  veranschaulichen. 

Die  Function  cp[e^  .  . .  £j,](2hi  1  . .  .  |  2np)  genügt,  wie  soeben  ausgeführt  wurde, 
den  folgenden  Gleichungen: 

1)  q)[Si...ip\{2n^\...\2ny-{-ni\...\2i(p)  =  (p[f^...Sp]{2ii^\...\2ur\...\2t(p)e^*"', 

2)  9[£i...f,,](2«,+2«i,i...|2«v+2a;,,)==(3P[£i...£j(2Mi|...|2t(p)e-'"'-*''".  *'"''''■■■'''' 

Durch  Multiplication  mit  einer  passend  gewählten  Exponentialgrösse  kann  dieselbe  in 
eine  Function  von  2«i  |  . .  .  ]  2np  verwandelt  werden,  die  bei  einer  Aenderung  des 
Variablensystems  2u^  |  . .  .  |  2tip  um  ein  beliebiges  System  2ai,.  |  . . .  |  2ap,,  ungeändert 
bleibt.  Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  bei  unbedingt  convergirender  ■©•-Reihe  nicht 
verschwindende  Determinante  Z!  +  flii«2ä  •  ■  ■  Cw  der  -S'-Constanten  a„^('  mit  z/,  die  ersten 
Unterdeterminanten  derselben  mit  «,,.u';  es  ist  dann  wegen  «„„■  =  a««  auch  «^„■  =  a^„, 
und  es  findet  für  je  zwei  Indices  ft',  v  die  Gleichung: 


2;    >jLlfil  = 
fi=i       'J  1,  wenn  ^'  =  v 

statt.     Setzt  man  dann: 

(3)     q>'[e,...ep\{2n,\...\2up)  =  q>le,...sp]i2ti,\...\2,ip)e"='"'='   ""       ""     ""' 
und  berücksichtigt,  dass:  • 
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)   ■ 


H=p  ft  =P  ^      , 

-^        -^     -^  (2u„)(2«„<)  8«^  +  4a,, 
_^«  =  1   „^l  •      g 

ist,  so  sieht  man  sofort,  dass  die  Function  (p'[{^  . .  .  ep\(2ui  \  .  .  .  2u,.)  der  oben  ge- 
stellten Bedingung,  bei  Aenderung  von  2«!  |  . .  .  ,  2up  um  2«i,  |  .  .  .  2a;„  ungeändert 
zu  bleiben,  genügt.  Bei  Aenderung  von  2«,.  um  ni  erlangt  sie  dagegen  eine  Ex- 
ponentialgrösse  als  Factor.  Ihr  Verhalten  wird  characterisirt  durch  die  beiden 
Gleichungen: 

a  ^  ~*  a     u 

r)<py,...ep](2H^...\2u,+ni\...2i<p)=q>'\e,...i,^(2u,..r2 

(3')  ,.  =  ,.2,.   .,p, 

2)g3'[£j...£p](2i(i-f  2rt,,j...,2«_p  +  2ap..)  =  9)  [s^...£p]{2ui\...\2up) . 

Um  im  Folgenden  die  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen,  möge  schon  hier 
bemerkt  werden,  dass  die  Function: 

u'=p  ."'=P 

qc  [«1  •••«/>] (2 «1+    £    Q..'(hf,'  ...'2up-{-    £   Qf^üp^'), 

,u  =  1  ,«'  =  1 

wobei  die  g  ganze  Zahlen  bezeichnen,  bei  Aenderung  von  2nv  um  ni  denselben  Factor 
erlangt,  wie  die  Function  cp'le^  .  .  .  £j(2«i  j  •  •  •    2up).     Man  hat  nämlich: 

,«'  =  /)  i''=p  ••'=p 

(p'[£i...ip](2n^-{-    H  p„aju'|...|2i<, +  ;ri+   £  p„a,„|...  2up-}-   £  Quapu) 

ft'  =  l     '  c/=l  ,u'=l 

.u=p  .u'=P  "=P 

=  (p[s^...£p](2ui-\-   E  9„ai „•!...  2m,  +   E  puff.«'  ...\2up-\-   E  Qu-apu') 

u'=±i  i<=i  ^''  =  l 


E  ü^  +  2«,-  E  f„.  E  V^ 
.«■=1  '^  ^  =  1 


und  da: 


<>„i    E   o  ■  E    t"°/'f         .,_,.„ 


ist,  so  ergibt  sich  der  hier  auftretende  Exponentialfactor  gleich   dem  von  der  Function 
(p'[si  .  . .  tp]  (2«i  \  . .  .1  2up)  erlangten. 

Die  Function  90' [«i  .  . .  «J(2i(,  :  .  . .  j  2i(p)  kann  man  nun  unter  Berücksichtigung 
ihrer  Periodicitätseigenschaften  durch  ein  Verfahren,  welches  dem  früher  auf  die 
Function  /'  angewandten  ganz  analog  ist,  zunächst  mit  Bezug  auf  das  Periodensystem 
2aiy\  . . .  \  2apy  als  Summe  zweier  Functionen  mit  denselben  Variablen  (2  h)  darstellen, 
von  denen  die  erste  den  Factor  +  1,  die  zweite  den  Factor  —  1  annimmt,  wenn  man 
das  System  2H^  ...  2up  um  das  System  «i.  ■  ■  •  (i,,>  ändert.  Diese  Darstellung  wird 
geliefert  durch  die  identische  Gleichung: 

Pbym,  die  RiemaDQ'schc  Thctaforracl.  2 


<p' [£,...  ej,]  (2  ti^\ 
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()p'[j,  .  . .  g(2tt,!.  .  .  I  2«p  -9>'[f,.  .  .«p](2Mj  +  o.,,l  . .  .\2Uj,+  Op,) 


Einen  jeden  der  beiden  auf  diese  Weise  entstandenen  Summanden  kann  mau  weiter,  indem 
man  ein  neues  Periodensystem  «i,/ 1  •  -  •  |  ctp,.'  wählt,  ebenso  in  zwei  Functionen  zerlegen, 
von  denen  die  erste  bei  Aenderuug  von  2ui\...\  2«^  um  ai,.'|...|  «;,,'  den  Factor  +  1, 
die  zweite  den  Factor  —  1  erlangt.  Fährt  man  mit  dieser  Zerlegung  fort,  bis  sämmt- 
liche  p  Periodensysteme  der  Function  q)'  erschöjDft  sind,  so  erhält  man  schliesslich  die 
Function  q)'  dargestellt  als  eine  Summe  von  2^  anderen  Functionen  x,  die  so  beschaffen 
sind,  dass  sie  bei  Aeuderung  von  2ii^\...\2Hp  um  ai,.\.. .\apr,  welchen  Werth  auch  v 
besitzen  mag,  jedesmal  zur  Hälfte  den  Factor  +  1,  zur  andern  Hälfte  den  Factor  —  1 
annehmen,  und  es  sind,  wie  man  leicht  einsieht,  diese  Functionen  x  unabhängig  von 
der  für  die  successive  Zerlegung  eingehaltenen  Reihenfolge  der  Periodensysteme  air\...\aj,r. 
Eine  dieser  Functionen  %'  ist  also  in  Unterscheidung  von  den  übrigen  bestimmt  durch 
die  Bedingung,  dass  sie  bei  Aenderung  von  2ti^  |  •  •  •  |  2uj,  um  «jj  |  .  .  .  |  (ip^  den  Factjr 
( —  !)•■,  bei  Aenderung  um  Ojg  |  . . .  |  ap.^  den  Factor  ( —  1)*=,  endlich  bei  Aenderung 
um  «j;,  I  ...  I  üpp  den  Factor  ( —  ly'p  erlangt,  wobei  allgemein  e'v  entweder  den  Werth 
0  oder  den  Werth  1  hat,  während  sie,  der  oben  gemachten  Bemerkung  entsprechend, 
zugleich  mit  allen  übrigen  Functionen  %'  ^^i  Aenderung  von  2uv  um  7t  i  denselben 
Factor  erlangt  wie  die  ursjsrüngliche  Functioji  qp'.  In  Folge  dessen  kann  eine  solche 
Function  x    passend   durch  ;t'  ''      '^'    (2"i  |  •••  |  2«^)  bezeichnet  werden,  wobei  die  Reihe 

L^  i  ■  ■  ■  ^  pj 

f  1 . . . £p  die  Function  q>  markirt,  aus  der  sie  entstanden  ist,  die  Reihe  s\.., e'p  die 
Factoren  bestimmt,  durch  die  sie  sich  von  den  übrigen  aus  derselben  Quelle  stammen- 
den Functionen  x'  unterscheidet.    Unter  Einführung  dieser  Bezeichnung  hat  man  dann: 

(1, 1 
(4)  'p'W...ep]{2u,\...\2i,p)==2xf:r-[i'](2n,\...\2t,p), 

ll,...,lp  .  J 

wobei  die  Summatiou  über  alle  2p  Formen  x  auszudehnen  ist,  die  entstehen,  indem 
man  in  T!  '*f1  für  die  s\,  .  .  .,  s'p  auf  alle  möglichen  Weisen  die  Zahlen  0  und  1 
einsetzt. 

Die  Function  x'\''."''''\(2iii\  •  •  ■  \22tp)   genügt  nach    dem  Obigen  den   beiden 
Gleichungen : 

«  ,« =i'  ^    ^ 

luf';'"fl(2Mj...|2M,,+;ril...|2My)=/r'r-"n(2ttJ...12iM...i2»vy''''^^ 

(4)  (,=1,2,...,,») 

2)x'\'y-J\2ti,  +  au\..^2up  +  ap,)=x?:ry](2t<,\...\2np)e''''  . 
Setzt  man  daher:  ' 
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_  2:    £  >£, 


(5)  %[;.  ■    ;f  ]f2»J  . .  /  2u,)  =  x\",  ■■■':.'  1<  2«,  I ...  I  2«,)e- i.  „f  ,^'*"."'<'"/''' 

uud  berücksichtigt,  tlass  der  Gleichung  (3)  zufolge: 

f=p  f'=p 

y        y    "uu' 

cp[e,...  e,]{2u,  \...\  2»,)  =  <p'ls,  ...b,\  {2u,  |  . . .  |  2«,>-«Ii  „-t  ,-^^^>'<*>') 

ist,  so  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (4),  indem  mau  linke  und  rechte  Seite  derselben 
mit  der  iu  den  beiden  letzten  Gleichungen  rechts  vorkommenden  Exponentialgrösse 
multiplicirt: 

0,  1 

(6)  qp[fi---fp](2«J...!2yv)=2'zr;."";fl(2«J...|2tg, 

uud  daher  schliesslich,  wenn  man  den  gewonnenen  Ausdruck  für  (p[a^...Ep](2Ui\...\2up) 
in  die  Gleichung  (2)  einführt: 

0,  1 

(7)  f(ß»i  I  •  •  •  1 2%) = Sx['y, : ;  y  ](2h,  i  . . . :  2»^) , 

t, ,  ■  ■  • ,  'p  '   p 

wobei   die  Summation   über   alle   2^p  Formen  x  auszudehnen  ist,  die   entstehen,   indem 

man  für  die  2})  Grössen  s,  s    auf  alle  möglichen  Weisen  die  Zahlen  0  und  1  einführt. 

Aus    den    Gleichungen   (4'),    (5)    ergibt   sich    unmittelbar,    dass    die   Function 

j;l  !       f  1(2 »1    •  •  •    2m;>),  die  im  übrigen  ihrer  Entstehung  nach  eine  einwerthige  und 

für  endliche  Werthe  von  ti  auch  stetige  Function  der  complexen  Variablen  2ui\...\2iip 
ist,  den  Gleichungen: 

^)  ^C'.v.  ■  y  ^^"i  ä  ■  •  •  I  ^^'^ +«i\---\  2«p) = %[:■;:, :  y  (2«!  i . . .  1 2 «.  i . . .  1 2«,)e'»'"', 

(.•=l,2,...,p) 

2)  z[;;  ■  ■  ■ ;"  ](2«i  +  au.  1  . . .  I  2«^  +  v)  =  ;([;;  ■■■y  1(2«.  i . . . ; 2tge-'-'>'-''"+  •''"■ 

genügt;  denselben  Gleichungen  genügt  aber  auch  die  Function  0-' ! '"'f    (2?<j|...|2«p), 

und  es  können  daher,  nach  dem  im  Art.  1.  Bemerkten,  die  beiden  Functionen  sich  nur 
um  einen  von  den  sämmtlichen  n  freien  Factor  unterscheiden,  d.  h.  man  kann  setzen: 

/;;  ■■;f](2».!...|2»,)  =  4;;---;']^r;;---;^](2«,|...i2«,), 

wobei  K\  !  "    f      eine  von  den  Variablen  u  unabhängige  Grösse  bezeichnet,  und  erhält 

dann,  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  (1)  einführt  und  zugleich  /'  aus  (1) 
durch  das  a'-Product  ersetzt,  als  vorläufiges  Endresultat  die  Gleichung: 

2* 
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(8)    ^{(m  +  t;  +  «•  +  0)  H^  +  ^'  —  "■'  —  f))  ^i»  —  V  +  U-  —  t'l  {{u  —  v  —  tv  +  i)) 

f , , . . . , «p 

in  welcher  die  jBT     !       ^    ,  die  zwar  nicht  von  den  Variablen  u,  wohl  aber  von  den  Va- 
riablen  v,  n;  t  abhängen,    als  Functionen  der  letzteren  noch  zu  bestimmen  sind. 


Die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (8)  vorkommenden  2^^'  Functionen 
&[t]((2u])  sind  linearunabhängig,  d.  h.  es  besteht  zwischen  ihnen  keine  homogene 
lineare  Relation  mit  in  Bezug  auf  die  u  constanten  Coefficienten. 

Das  Ge'gentheil  angenommen,  sei: 


2 


eine  solche,  für  alle  Werthe  von  ti  bestehende  lineare  Relation,  bei  der  die  Z  !  f  von 
den  u  unabhängige  Grössen  bezeichnen,  die  theilweise  auch  den  Werth  Null  haben  können. 
Lässt  man  dann  das  System  (2m)  in  das  System  (2m  -|-  ^j,,  j,  unter  A,  X'  ganze  Zahlen 
verstanden,  übergehen,  so  entsteht  aus  der  obigen  Gleichung  die  neue: 

2'4:',::::']C.::::']|ä"+i::i)-»- 


Berücksichtigt  man  jetzt,  dass  nach  Formel  (D)  des  Art.  1.,  wenn  man  darin  (v)  durch 
(2nj  ersetzt: 

f'=l'   f''=P  /''=!>  f'=P 

*[6]  f2n  +  i  ^;.l))  =  *Wf2«|e  "='  "'=' 

ist,  so  erhält  mau  durch  Combination  dieser  Gleichung  mit  der  vorhergehenden,  unter 
Fortlassuug  des  allen  Gliedern  gemeinsamen  Factors,  die  allgemeinere  Relation: 

^(-ir'  i[;;-;^]  *[;;■■;- ]({24=o. 

"■■■'';'  ^  i 

Aus   dieser  Gleichung    ergeben   sich    aber,    indem   man   für  die  2j)  Grössen    Aj,...,/lp; 
A'],...,A'^,  auf  alle  möglichen  Weisen  die  Zahlen  0  und   1   einführt,  im  Ganzen  2^''  ver- 
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schiedene  Gleichungen,  deren  Zusammenbestehen  das  Verschwinden  derjenigen  Deter- 
minante   nach    sich    ziehen    würde,    die    als    allgemeines    Glied    die    Exponentialgrösse 

f'=p 

(- 1)"=^  ■  ■ 

besitzt,  und  von  der  eine  Horizontalreihe  erhalten  wird,  indem  man  im  allgemeinen  Gliede 
bei  festgehaltenen  X,  A'  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Grössen  e,  e  nacheinander  sämmt- 
liche  2^^  Variationen  der  Elemente  0,  1  zur  2^/''°  Classe  mit  Wiederholung  in  vorher- 
bestimmter Reihenfolge  treten  liisst,  eine  Verticalreihe  dagegen,  indem  man  bei  fest- 
gehaltenen £,  a  an  Stelle  des  Systems  der  2^)  Grössen  A,  A'  dieselben  Variationen  treten 
lässt.  Nun  hat  aber  die  so  gebildete  Determinante  z/  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth,  da  man  durch  Multiplication  von  ^  mit  sich  selbst  A-^n",  wo  n  =  2^^,  erhält, 
und  es  kann  folglich  zwischen  den  2^-p  verschiedenen  Functionen  'S- f«] ((2h))  keine  homo- 
gene lineare  Relation  mit  von  u  freien  Coefficienten,  die  nicht  silmmtlich  Null  sind,  exi- 
stiren,  oder,  was  dasselbe,  die  2^^' verschiedenen  Functionen  0-[«]((2h))  sind  linearunabhängig. 

Nebenbei  bemerkt  folgt  hieraus  auch,  dass  die  Grössen  K\  ''.'"'''.     eindeutig  bestimmt  sind. 

Das  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (8)  stehende  -U'-Product  ist  eine  sym- 
metrische Function  von  (?(),  (v),  («■),  (t)  in  dem  Sinne,  dass  sein  Werth  nicht  geändert 
wird,  wenn  man  irgend  zwei  der  vier  Variablensysteme  (m),  (v),  (iv),  (t)  mit  einander 
vertauscht.  Es  hat  demnach  als  Function  von  {v),  (tu)  oder  (t)  betrachtet  genau  die- 
selben Eigenschaften  wie  als  Function  von  (m).  Daraus  folgt  aber,  dass  das  betreffende 
•&-Product,  welches  nach  (8)  eine  homogene  lineare  Function  der  2-'^  linearunabhängigen 
Functionen -9- [f]  ((2 ;«))  ist,  zugleich  auch  eine  ebensolche  Function  der  2^'' entsprechenden 
Grössen -9- [£]f2fj),  der  22^'Grössen  ^[£]((2«)),  endlich  der  22^Grössen  ■9[a]((2<))  bezieblich 
ist;  es  kann  dasselbe  daher,  unter  Berücksichtigung,  dass  zwischen  je  2 -''Functionen 
•9'[£]((2F)),  (TO  =  («)j  (^) >("'))  (0  heziehlich,  keine  lineare  Relation  besteht,  auch  («), 
(v),  (iv),  (f)  vollständig  unabhängige  Variablen  sind,  immer  und  nur  auf  eine  Weise  in 
die  Form  gebracht  werden: 

(9)    -&((«  -f  V  +  w  -f  tl  »{{u  -i-v—  w  —  t}  &{{h  —  v  +  w  —  t))  &{(ii  —  v  —  w  +  t} 

= 2c^.i  i-n,  1,1, 1..1  H^]{{2u))ntmv))Hv]i^t<^}Hmm, 

i<i,i:i,i'/i>i*i 

wobei  die  Grössen  C  von  allen  Variablen  (»),  (y),  (ic),  (t)  vollständig  freie,  ihrem 
Werthe  nach  noch  zu  bestimmende  Constanten  bezeichnen,  und  die  Summation  über 
alle  Terme  zu  erstrecken  ist,  die  aus  dem  allgemeinen  Gliede  entstehen,  indem  man 
die  vier  Charakteristiken  [s],  [g],  [rj],  [-O-]  unabhängig  von  einander  die  Reihe  der  2^'' 
Normalcharakteristiken  duixhlaufen  lässt. 

4. 
Zur  Bestimmung   der  2*''  Constanten  C  lasse  man    in   der  Gleichung  (9)    die 
irgend  einem  Index  v  entsprechenden   beiden  Variablen  «, ,  f,    um  —    zunehmen.     Da- 
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durch  wird  die  liuke  Seite  der  Gleichung  nicht  geändert,  das  allgemeine  Glied  der 
rechten  Seite  dagegen  erlangt  den  Factor  (—  1)'.  +  ^"',  der  den  Werth  —  1  oder  +  1 
hat,  je  nachdem  e,.,  tv  verschieden  oder  nicht  verschieden  sind.  Addirt  man  die  so  ent- 
standene Gleichung  zu  der  ursprünglichen  und  dividirt  das  gewonnene  Resultat  durch 
2  so  erhält  man  eine  neue  Formel,  die  sich  von  (9)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass 
auf  der  rechten  Seite  alle  diejenigen  Glieder  fehlen,  bei  denen  nicht  g,.  =  £„  ist.  Da 
aber  zwischen  den  in  der  Gleichung  (9)  rechts  vorkommenden  2^^^-Producten  keine 
lineare  Relation  besteht,  so  können  in  ihr  nur  Glieder  ausfallen,  wenn  das  zugehörige 
C  den  Werth  Null  besitzt;  es  ist  daher  C[,i, (tj,  |.,i,  [^l  immer  Null,  wenn  nicht  £»  =  £» 
ist.  Da  hierbei  für  v  jede  Zahl  aus  der  Reihe  1,2,  . .  .,  2)  gesetzt  werden  darf,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  alle  Grössen  C  Null  sind,  bei  denen  nicht  gleichzeitig  ti  =  ^i,  ^2==  ^2> 
g^  =  £^  ist.     Auf  dieselbe  Weise  zeigt  man,  indem  man  gleichzeitig  u,.  und  «■,  um 

—  ändert  und  v  die  Zahlen  1,  2,  .  . .,  p  durchlaufen  lässt,  dass  auch  alle  Coefficienten 
C  Null  sind,  bei  denen  nicht  gleichzeitig  •»Ji  =  «1,  ^2  =  «s;  •  •  •;  ^p  =  ^i'  ist,  und  endlich, 
indem  man  «,.  und  f,,  gleichzeitig  um  -^  ändert,  dass  auch  alle  C  Null  sind,  bei  denen 
nicht  gleichzeitig  ■ö'i  =  «i,  ^2  ="  ^2>  •  •  ■>  ^p  =^  ^i>  i^*'- 

Aendert  mau  weiter  in   der  Gleichung  (9)   %ij^\...\np  um  -^|...|~2";,  i\\...\vp 

ebenfalls  um  ^  1  •.  •  |  ^,  unter  v  irgend  eine  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  p  verstanden,  so  er- 
langt dadurch  die  liuke  Seite  den  Factor  e~*'"''  +  ''"'~-''"^  das  allgemeine  Glied  der 
rechten  Seite  dagegen  den  Factor  g-*("> +'v)-2''vv  +  (*.  +  tv)«'_  Dividirt  man  dann  links 
und  rechts  durch  e"**"'"''',  so  erscheint  die  ursprüngliche  linke  Seite  wieder, 
während  das  allgemeine  Glied  der  rechten  Seite  den  Factor  {—  !)'•  +  -»  erlangt  hat,  der 
den  Werth  —  1  oder  +  1  besitzt,  je  nachdem  e',,,  ^,.  verschieden  oder  nicht  verschieden 
sind.  Addirt  man  die  so  entstandene  Gleichung  zu  der  ursprünglichen  und  dividirt  das 
gewonnene  Resultat  durch  2,  so  erhält  man  eine  neue  Formel,  welche  sich  von  (9)  nur 
dadurch  unterscheidet,  dass  auf  der  rechten  Seite  alle  diejenigen  Glieder  fehlen,  bei 
denen  nicht  £',,  =  a'r  ist.  Daraus  folgt  aber,  unter  Wiederholung  der  schon  oben  an- 
gewandten Schlussweise,  dass  alle  Coefficienten  C|,],|;),|,,],  [sj  Null  sind,  bei  denen  nicht 
g',,  =  t\,  ist.  Da  hierbei  für  v  jede  Zahl  aus  der  Reihe  1,2,  . .  .,p  gesetzt  werden  darf, 
so  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  alle  Grössen  C  Null  sind,  bei  denen  nicht  gleichzeitig 
g'^  =  e\  ,  ^'2=  £'2 ,  tp  =  ^'p  ist,  und  weiter,  indem  man  in  dem  obigen  Raisonnemeut 
(w)  und  (f)  nach  einander  an  Stelle  von  (v)  treten  lässt,  dass  auch  alle  diejenigen 
Constanten  C  den  Werth  Null  haben,  bei  denen  nicht  gleichzeitig  i]\  =  £\,  r(„  =  h\, 
.  .  .,  ri'p  =  Sp  und  %-\  =  e\  ,  -ö'^  =  «'2 ,  •  .  .,  ^'p  =  £p  ist. 

Verbindet  man  die  beiden  gewonnenen  Resultate,  so  erkennt  man,  dass  in  der 
Gleichung  (9)  alle  Coefficienten  C  den  Werth  Null  haben,  bei  denen  nicht  [g]  =  [e], 
[tj]  =  [e],  \ß^^^  =  [f]  ist,  und  es  nimmt  daher,  wenn  man  in  neuer  Bezeichnung: 


C|.U<l,|sl,lal  =  Cl   !        ^! 

l_t  1  .  .  .  e  «  J 
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setzt,  die  Formel  (Ol  die  einfachere  Gestalt  an: 
(10)      9-((«  +  V  +  «•  +  t))  »{{u  -i-v  —  tv  —  t))  »{{u  —  v  +  w  —  t))  &{{n  —  v  —  tv  +  tjj 

=24-'.  ■'■''  ]  ^f*K(2«))  »m2v))  9[s]i2iv))n^\i2t)), 
[']  '       ^ 

wobei  die  Summation  über  alle  Terme  zu  erstrecken  ist,  die  aus  dem  allgemeinen  Gliede 
entstehen,  indem  man  an  Stelle  von  |fj  der  Reihe  nach  sUmmtliche  2-''  Normalcliarakteri- 
stiken  treten  lässt. 

Um  die  noch  übrigen  2-''  Constanten  C  zu  bestimmen,  bemerke  mau  zunächst, 
dass,  wie  aus  den  Formeln  (B,),  (B^)  des  Art.  1.  hervorgeht,  das  allgemeine  Glied  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (10)  keine  Aenderung  erfahrt,  wenn  man  darin  die  irgend 
einem  Index  v  entsprechende  Grösse  «,  allenthalben  durch  £,  +  2A,.,  oder  die  Grösse 
e\  durch  s\  +  2A',  ersetzt,  unter  A,,  A',.  beliebige  positive  ganze  Zahlen  verstanden, 
vorausgesetzt  nui-,  dass  mau  gleichzeitig  die  in  Folge  dessen  neu  auftretenden  Grössen 
C  durch  die  Gleichungen: 

L*  i  •  ■  •         *  j-        ■  ■  ■  t  p-1  L*  1  ■  ■  ■  «  V    ■  •  ' ^  J  Lt  1  -  ■  ■  t  ,.  X  -^  '•  I-  ■  ■  ■  * /j -J  L*  1  •  ■  •  *  V  •  ■  •  ^ _p -J 

bestimmt. 

Aendert  man  nun  jede  der  vier,  irgend  einem  Index  v  entsprechenden  Grössen 

Uy,  IV,  iVy,  ty  umy,    SO    erfährt    dadurch    die    linke    Seite    der    Gleichung    (10)    keine 

Aenderung,  auf  der  rechten  Seite  dagegen  geht,  weil  nach  Formel  (A)  des  Art.  1.: 

^P;--'.    ■■V1(2F      .12F.,  +  !^'  ...'2V,)  =  &\".   ■■  .\^-y](2r,^ ...  2F,.l...!2Fp) 

ist,  wobei  für  (F)  der  Reihe  nach  («),  (f),  («•),  (i)  zu  setzen  ist,  das  ■9--Product  des  all- 
gemenien  Gliedes  in  ein  anderes  über,  bei  dem  «',.  +  1  an  Stelle  von  s,  getreten  ist, 
während  die  zugehörige  Constante  C  sich  nicht  ändert.  Berücksichtigt  man  noch, 
dass  die  Formel  (10)  richtig  bleibt,  wenn  man  im  allgemeinen  Gliede  der  rechts 
stehenden  Summe  e'y  allenthalben  durch  a',  +  1  ersetzt,  da  hierdurch  (weil  das  all- 
gemeine Glied,  wie  oben  bemerkt,  in  Bezug  auf  «',  periodisch  ist  mit  der  Periode  2) 
nur  eine  Umstellung  der  Summanden,  also  keine  Aenderung  des  Werthes  der  Summe 
stattfindet,  so  erhält  man  für  die  linke  Seite  der  Gleichung  (10)  den  zweifachen  Ausdruck: 

&iiu  +  f  +  IC  +  t))  »{{u  -\-v  —  ic—t)  ■&((«  —  v-\-w  —  t))  »{{u  —  V  —  h:  +  t)) 

=2'4:'.:::  :■..  :::yC:::..i.::y^^«» ^C:::.X.::'0^^' 

und  es  ergibt  sich  daraus,  da  die  2"^'  ^-Producte  linearunabhängig  sind,  auch  unter  v 
eine  beliebige  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  .  . .,  l)  verstanden  wurde,  allgemein: 


—     16     — 

Lässt  man  weiter  ein  jedes  der  vier  Systeme  Mi|...|m;,,  Vi\...\vp,  u\\...\iVp, 
t^\...'.tp  um  das  System  -^  \' '  '\~T'  zunehmen,  so  erfahren  dadurch  die  Argumente  der 
zweiten,  dritten  und  vierten  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (lOj  stehenden 
■9--Function  keine  Aenderung,  während  die  Argumente  der  ersten  in  ?(i  -j- 1\  +  u\ 
-\-  t^-\-  aiy\  . .  .\Up-\-  Vp  -\-  iVp-\-  tp  -\-  Upy  übergehen,  wodurch  die  linke  Seite  den 
Factor  e~^'"v  +  ''v+"'v+'r  —  «iv  erlangt.  Auf  der  rechten  Seite  dagegen  geht,  weil  nach 
Formel  {Ä)  des  Art.  1.: 


—  2r„ : -Tti 


ist,  wobei  für  (F)  der  Reihe  nach  (it),  (v),  (w),  [t)  zu  setzen  ist,  das  allgemeine  Glied 
über  in: 

^,p;....,....vi^p....^.+--.ip4 ^[......+-..^.]((20)r^'""+""+"'-+'''-'''". 

L*  1  .  .  -  c  ^    ■  ■  ■  ^ pA  L*  I  ■  ■  ■       f  v       -  ■  ■  *^  J  L-e  I  ■  ■  ■  V        ■  -  •      p-i 

Dividirt  man  linke  und  rechte  Seite  der  neu  entstandenen  Gleichung  durch 
^-2(«,,  +  tv  +  »,.+  'i)-"ir^  gQ  erhält  man  eine  neue  Gleichung,  welche  sich  von  (10)  nur 
dadurch  unterscheidet,  dass  rechts  das  ^-Product  des  allgemeinen  Gliedes  in  ein  anderes 
übergegangen,  bei  dem  £,,  -j-  1  an  Stelle  von  £,,  getreten  ist,  während  die  zugehörige 
Constante  C  sich  nicht  geändert  hat.  Berücksichtigt  man  noch,  dass  die  Formel  (10) 
richtig  bleibt,  wenn  mau  im  allgemeinen  Gliede  der  rechtsstehenden  Summe  £,,  allent- 
halben durch  £,,  -|-  1  ersetzt,  da  hierdurch  (weil  das  allgemeine  Glied,  wie  oben  be- 
merkt, in  Bezug  auf  £,,  periodisch  ist  mit  der  Periode  2)  nur  eine  Umstellung  der 
Summanden,  also  keine  Aenderung  des  Werthes  der  Summe  stattfindet,  so  erhält  man 
für  die  linke  Seite  der  Gleichuug  (10)  den  zweifachen  Ausdruck: 

*((«  +  ü  +  H'  +  i\  ^((h  -^v  —  IV  —  t))  Q-({u  —  v+  IV  —  0)  ^{n  —  v  —  lu  +  t)) 

_2'c[;:  ■■'"+"■■;- ]^[;:---X+"-:-]((2«)) »\;y";'-y]i2t)) 

|j|  L«  I     ■  ■       'v       ••■«;jJ         L«  1  •  ■  ■      '  ,,       ■■■ipj  L«  I     ■  ■       "  ,■       ■■-':pj 


=2c\;y  ';  ■■■^;]^[;; •••''■;"•■:!' ]((2«)) »[y  ''  +  '■■ '::]i2t)), 


und  es  ergibt  sich  daraus,   da  die  2.-^  'S'-Producte  liuearunabhängig  sind,  auch  unter  v 
eine  beliebige  Zahl  aus  der  Reihe  1,2, .  .  .,  p  verstanden  wurde,  allgemein: 


(r=l,2,...,rt 


L*  1  ■  ■  •  *  1  ■  ■  ■  *^>  J  L*  1    ■  ■  *  1  ■  ■  ■  *;>  J 

Die  beiden,   auf  diese  Weise  für  die   C  gefundeneu  Gleichungen   zeigen,  dass 
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eine   beliebige  Coustante  f  ''   "'p      ihren  Werth  niclit  ändert,  wenn  man  darin  für  alle 

L'  ,-■■> j,J 

a,  i,  die  den  Wertli   1    haben,  den  Werth  (t  einführt.     Man  hat  demnach  allgemein: 

'Ü:::X::;y=4:::::::::]. 

und  es  sind  dalier  die  silninitlichen  2"''  Constanten  C  einander  gleich.  Bezeichnet  man 
ihren  gemeinsamen  Wertli  mit  A,  so  entsteht  aus  der  Formel  (10)  die  einfachere: 

(11)       %iu  +  V  +  «•  +  /))9-((((  J^v  —  tv  —  t}%({'i  —  v  +  iv  —  0)&((«  —  V  —  ic-\-  q 

=  Ä  2»[a]i2u))Hs]i2vMs](2wp[e]i2t)), 

in  der  nur  noch  eine  Grösse,  A,  bestimmt  werden  muss,  die  zwar  in  Bezug  auf  die 
Variablen  (m),  (v),  (tv),  (t)  constant  ist,  möglicherweise  aber  von  den  ^--Modulen  «„„■ 
abhängig  sein  könnte. 


Zum  Zwecke  der  Bestimmung  der  Constante  A  soll  zunächst  aus  der  letzten 
Formel  eine  allgemeinere  abgeleitet  werden.  Der  kürzeren  Schreibweise  wegen  führe 
man  vermittelst  der  Gleichungen  (S)  des  Art.  2.  in  die  linke  Seite  der  Gleichung  (11) 
die  Grössen  (2m'),  (2v'),  {2iv'),  {2t')  ein,  so  dass  sie  die  Gestalt  annimmt: 

(11')        m2u))m2v))&i2w'pi2f))  =^A^&[s]i2u))&[e]i2v))»[e]{{2tv))»[^]i2t)) . 

Lässt   man   dann   in   dieser   Formel    überall    das    System  {u)   in    das  System    (u  +  ''',  ) 

übergehen,  unter  »;,  rj'  beliebige  ganze  Zahlen  verstanden,  und  berücksichtigt,  dass 
dadurch  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (11')  die  Systeme: 

(2»'),  (2v'),  (2tv),  (20  in  (2n  +  j J.:)  ,  (2i/  +  |  J  )  ,  (2«.'  +  :  jj)  ,  (2/'  +  | J.|) 

beziehlich  übergehen,  während  auf  der  rechten  Seite  nur  das  System  (2n)  in  (2!(-f-  i^'''') 

sich  verwandelt,  die  Systeme  {2v),  {2w),  (2t)  dagegen,  als  von  den  u  vollständig  un- 
abhängig, ungeändert  bleiben,  so  entsteht  aus  (11')  die  Gleichung: 

-  A  2'»r«l({2«  +  |'jl))»WC2t>)»[.]((2»|»[.]|2(), 

aus  der  dann,  indem  man  auf  die  linke  Seite  derselben  die  Formel  (A),  auf  die  rechte 
die  Formel  {!))  des  Art.  1.  anwendet  und  dann  die  den  beiden  Seiten  gemeinsamen 
Exponentialfactoren  durch  Division  entfernt,  die  gewünschte  allgemeinere  Formel: 

Prym,  die  Kiemanii'sche  Tlictaformel.  3 
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(11")  nyimn))&[ri]i2vMri]i2w-))nn\i^t-)) 

f  =1' 

=  A  2i-  1')"  =  ^  '"""     '"  '"Wf]((2«KW((2t'))^W((^»4*[« 

erhalten  wird,  die  jetzt  weiter  verwandt  werden  soll. 

Wie  zu  Anfang  des  Art.  2.  erwähnt  wurde,  kann  man  in  allen  Gleichungen, 
in  denen  («<).,  (y),  (w),  (t)  als  unabhängige  Variablen  auftreten,  unbeschadet  der  Rich- 
tigkeit, die  Systeme  (m),  (v),  (w),  {t)  mit  den  Systemen  (u),  (»'),  (w'),  (t')  beziehlich 
vertauschen.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (11')  die  Summationsbuchstaben  s,  e  durch 
7j,  1]  und  führt  in  der  Foi'mel  (11")  die  genannte  Vertauschung  aus,  so  erhält  man  die 
beiden  Gleichungen: 

*((2«0)*((2i0)*{(2^^'))*((2O  =  ^2'^h]P«))^['2]((2«))»['?J((24*MP0); 

l'/l 

#  [ri\  ((2m))  *  [ri]  ((2  v)) d-  [t; J  ((2  «•)) & [rj]  ((2  0) 
f'=p 

=  Ä  2(-  1)"  =  '  "  '"       "  '"  Hm^n))&[s]i2v'))He]i2w'}&[a]i2n) , 

uud  aus  ihnen,  indem  man  das  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  stehende 
^-Product  &[7}]{i2n))d-lr]]{[2v))&[r]]{{2u^)&[ri]l2i))  durch  den  ihm  gleichen,  die  rechte 
Seite  der  zweiten  Gleichung  bildenden  Ausdruck  ersetzt,  schliesslich  die  Formel: 

^I2u))»i2v))^{{2w'))&i2t')) 

=  Ä'-2  2{-  1)"  ='  '" '"     '"  '"  He]i2u))&[i\i2vp[,]{{2w'))&[e]{{2t')) , 
l'/l     l'l 

die  sich,  nach  Vertauschung  der  Summationsordnung  auf  der  rechten  Seite,  auch  fol- 
sendermasseu  schreiben  lässt: 


n2ti'M2v')M2u-')M-^n) 
=  A'  2*W((2«'HW((2t;'KW((2»'))*W((20)!^(-  1)"  =  ' 


I'l 
Man  setze  nun  zur  Abkürzung: 

•pL  ...;]=2/(-i>"=' 

und  berücksichtige,  dass  die  Sumuiation  über  alle  Terme  zu  erstrecken  ist,  die  aus  dem 
allgemeinen  Gliede  entstehen,  indem  man  jeden  der  2p  Summationsbuchstaben  rj,  rj' 
unabhängig  von  den  anderen  den  Werth  0  und  1  annehmen  lässt.  Aeudert  mau 
einen  dieser  Summationsbuchstaben,  z.  B.  r;,-  oder  >/,  um  1,  ersetzt  also  im  allgemeinen 
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Gliede  €er  Summe  r],  dtircli  t),.  -{-  1,  bezielilich  >/,  iliirch  rj',  +  1,  so  wird  dadurch  nur 
die  Anordnung  der  Summanden  geändert,  also  der  Werth  der  Summe  selbst  in  keiner 
Weise  alterirt;  anderseits  erlangt  das  allgemeine  Glied  der  Summe  bei  Aenderung  von 
7],  nm  1  den  Factor  f —  1)'',  bei  Aenderung  von  r)\.  um  1  den  Factor  ( —  1)'',  der, 
da  er  von  den  Summationsbuchstaben  t],  rj'  unabhängig  ist,  von  der  ganzen  Summe 
angenommen  wird.     Es  bestehen  daher  die  Gleichungen: 

'p\'y"'-]=(-^y"'p\'y' '''']> ^ry ■';]=(- r/'cp[':-'i!],  (.=.,2 j» 

aus  denen  folgt,  dass  der  Ausdruck  cp  immer  den  Werth  Null  besitzt,  wenn  auch  nur 
eine  der  2jj  Grössen  f,  i',  von  denen  jede  nur  0  oder  1  sein  kann,  den  Werth  1  be- 
sitzt. Da  ferner  der  mit  (p  bezeichnete  Ausdruck  unmittelbar  den  Werth  2-p  liefert, 
wenn  alle  e,  s'  Null  sind,  so  reducirt  sich  die  rechte  Seite  der  letzten  die  Grösse  A-  ent- 
haltenden Gleichung  auf  das  eine  (ilied:  AK  2^P»[0\i2uj}&[Q]i(2i'l&[0]{{2w'p[0]{{2t"l, 
und  es  ergibt  sich  durch  \'(jr<fleicliuug  mit  der  linken  Seite  sofort: 


22/'  =  1 ,    .1-'  = 


i>^p 


ein  Resultat,  welches  man  auch  unmittelbar  aus  der  erwähnten  Gleichung  erhalten 
kann,  wenn  man  nur  berücksichtigt,  dass  die  2-''  in  derselben  vorkommenden  9--Pro- 
ducte  linearunabhängig  sind. 

Durch  die  bisherige  Untersuchung  ist  die  Grösse  A  bis  auf  das  Vorzeichen 
bestimmt.  Dieses  Vorzeichen,  welches  nach  dem  am  Schlüsse  des  Art.  4.  Bemerkten, 
von  den  Variablen  (u),  (y),  (w),  (f)  unabhängig  ist,  könnte  von  den  t^-Modulen  a,,,,- 
abhängen,  in  dem  Sinne,  dass,  wenn 

A  =   ^^^  f(a^^,ai^,...,app) 

gesetzt  wird,  die  Function  f  für  gewisse  Werthe  der  Grössen  «„„■  den  Werth  +  1,  für 
andere  den  AVerth  —  1  besässe.  Es  soll  jetzt  bewiesen  werden,  dass  die  Function 
f  auch  von  den  Grössen  a„„'  unabhängig  ist,  also  entweder  allenthall)en  den  Werth  -|-  1, 
oder  allenthalben  den  AA'erth  —  1   besitzt. 

Der  einfacheren  Ausdrucksweise  wegen  soll  die  stetige  Mannigfaltigkeit,  welche 
von  allen  bei  convergenter  i)--Reihe  zulässigen  Werthen  der  «„„■  gebildet  wird,  als 
Kaum  yi[a],  und  entsprechend  ein  System  bestimmter  Werthe  der  Grössen  a„„  als  ein 
Punkt  a  in  diesem  Räume  aufgefasst  werden.  Denkt  man  sich  dann  irgend  einen  Punkt  a 
des  Raumes  3ft[a]  fixirt,  so  können,  da  eine  -9-- Function  nie  für  alle  Werthe  der  Argu- 
mente verschwinden  kann,  zu  den  dadurch  bestimmten  Werthen  der  «„„•  die  Werthe  von 
("))  (^')>  (*'''))  (0  stets  so  gewählt  werden,  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  (11') 
und  folglich  auch  die  auf  der  rechten  Seite  hinter  A  stehende  Summe  einen  von  Null 
verschiedenen  endlichen  Werth  erhält.  Da  aber  eine  jede  0^- Function  eine  stetige 
Function  ihrer  Modulen  «„„•  ist,  so  kann  man  unter  Festhaltung  der  für  («'),  (v),  (w),  (f) 
gewählten  Werthe   zu   dem   Punkte  a   ein    ihn    im  Inneren   enthaltendes    Gebiet  &[a], 
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dessen  Beo-renzungspunkte  sämmtlicli  von  a  endlich  entfernt  sind,  bestimmen, %er  Art, 
dass,  wenn  der  Punkt  a  seine  Lage  in  diesem  Gebiete  stetig  ändert,  die  linke  Seite 
der  Formel  (11')  und  also  auch  die  auf  der  rechten  Seite  hinter  A  stehende  Summe, 
während  sie  sich  mit  der  Lage  von  a  zugleich  stetig  ändern,  niemals  den  Werth  Null  er- 
halten. Für  den  fixirteu  Punkt  ä  ist  dann  auch  A  eine  stetige  Function  der  Grössen 
o„„'  da  es  mit  Hülfe  der  Formel  (11')  als  Quotient  zweier  Functionen  der  a^,,,'  dar- 
gestellt werden  kann,  von  denen  eine  jede  stetig  ist  für  diesen  Punkt  und  nach  dem 
soeben  Festgesetzten  niemals  in  dem,  Gebiete  ®[a],  also  weder  im  Punkte  ä  selbst 
noch  in  dessen  Umgebung,  den  Werth  Null  annimmt.  Da  aber  der  Punkt  a  ein  be- 
■  liebifT  Gewählter  Punkt  des  Raumes  9i[rt]  ist,  so  folgt  weiter,  dass  A  und  also  auch 
/■(ttii, .  .  .,  fl;,;,)  eine  in  dem  ganzen  Räume  StffflJ  stetige  Function  der  Grössen  «„„■  ist, 
die  dementsprechend  entweder  allenthalben  in  '!H|a]  den  Werth  +  Ij  oder  allenthalben 
den  Werth  —  1  besitzen  muss,  sobald  sie  für  irgend  einen  Paukt  dieses  Raumes  den 
Werth  -j-  1 ,  oder  den  Werth  —  1  besitzt. 

Um  den  von  den  Werthen  der  Modulen  a,,^,',  wie  eben  bewiesen,  unabhängigen 
Werth  von  A  zu  finden,  setze  man  in  der  Formel  (11')  («)  =  (i')  =  (w)  =  (f)  =  (0), 
ferner  allgemein  «,,„'  =  0,  wenn  ji  von  ft'  verschieden  ist,  und  lasse  die,  in  Folge  der 
Gonvergenzbedingungen  immer  negativen,  reellen  Theile  der  noch  übrigen  Modulen  «n, 
a^2,  •  •  -,  c-jip  unbegrenzt  gegen  —  oo  gehen.  Unter  dem  Einflüsse  dieses  Aenderungs- 
processes  convergirt  dann  irgend  eine,  einer  geraden  Charakteristik  [e]  entsprechende 
Grösse  0-[£]((0))  gegen  die  Grenze  0,  wenn  nicht  s^  =  e^  =  •  •  •  ^  Sp  =  0  ist,  gegen  die 
Grenze  1,  wenn  fj  =  a^  ^  •  •  ■  =  f^,  =  0  ist.  Im  ersten  Falle  convergirt  nämlich  jedes 
Glied  der  -S-LfKlO))  darstellenden  Reihe  gegen  0  und  folglich,  da  eine  Potenzreihe  vor- 
liegt, auch  der  Reihenwerth  selbst  gegen  0.  Im  zweiten  Falle  hat  das  den  Werthen 
jn^  =  m.^  =  .  .  .  ^  nip  =  0  entsprechende  Glied  der  Reihe  den  Werth  1,  während  alle 
übrigen  Glieder  ebenfalls  gegen  0  convergireu.  Bei  ungerader  Charakteristik  [a]  besitzt 
dagegen,  da  dann  ^■[s]([v}  eine  ungerade  Function  ist,  ■9'[£]((0))  immer  den  Werth  0. 
Unter  den  2-p  in  der  Formel  (11')  vorkommenden  Charakteristiken  [f]  gibt  es  aber  2p, 
für  welche  s^  =  £,,  =  •■■  =  Sp  =  0  ist;  es  convergirt  daher  in  Folge  der  beschriebenen 
Aenderungen  der  a,,„  die  linke  Seite  der  Gleichung  (11')  gegen  1,  die  auf  der  rechten 
Seite  hinter  A  stehende  Summe  gegen  2^.  Daraus  folgt  aber,  dass  A,  als  Quotient 
dieser  gegen  1  und  2^  bcziehlich  convergirenden  Grössen,  einen  positiven  Werth 
besitzt,  wenn  die.  reellen  Theile  der  ß,,,,,  hinreichend  weit  in's  Negative  geschoben 
werden,  und  es  hat  daher  mit  Rücksicht  auf  das  vorher  Bemerkte  A  für  jedes  System 
der  a„„'  einen  positiven  Werth,  oder,  was  dasselbe,  es  ist  stets  f(ant  •  ■  •;  ^pp) 
=  +"l  . 

Führt  mau    den    für  A  gefundenen  Werth   in   die  Formel  (11')   ein,    so   erhält 


man  die 


Riemann'sehe  Thetaformel : 


(12)         2^^((2«'))  ^((20)  *((2w'))  &{{2t'))  =  2*  W((2h))  ^  [6]((2f))  *[e]((2H'))  #[a]((20). 
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Lässt  man  in  dieser  Formel: 

(2»),  (20,  (2«-),  (20  in  (2«  +  \l}\) ,  (2.  +   ^.  j,  (2.  +   :.  ) ,  (2^  -  ,^ +;J) 

bezii'lilich  übergehen,  unter  [»;|,  [pj,  [ö|  beliebige  Charakteristiken  verstanden,  und  be- 
rücksichtigt, dass  dadurch: 

(2,0,(2O,(2-'M2O  in(2n'+^.),  (2.'+^  +  ^.:),  (2«-'+ Ij  +  Ji)  ,  (2^+ j^C:.::-,) 

beziehlich  übergehen,   sü  erhält  man  unter  Anwendung  der  Formeln  (Ä)  und  (D)  des 
Art.  1.  die  Formel: 

(12')     2r'»[r]]i2>q&[r]  +  p]((2r'))^[,;  +  öJ((2zO)^[/;-p-ff]((20) 

=  ^l-  1/  ^[£]((2«|)-&[6  +  p](i2r)){^[£  +  0]l2tv))»[a-Q-0]i2t)), 

welche  die  Formel  (12)  selbst  und  auch   die   früher  aufgestellte  Formel  (11")  als  spe- 
cielle  Fälle  enthält  und  zugleich  die  aligemeinste  derartige  Formel  ist. 


n. 

Verallgemeinerung 
der  Eiemann'sclien  Tlietaformel. 


1. 

Die  Rkmann sehe  p-facli  unenclliclie  O'-Reihe: 

bei  der  die  Grössen  a,,,,'  =  «,,',«  nur  den  für  die  Convergenz  der  Reihe  nothweudigen 
Bedingungen  unterworfen  sein  sollen,  stellt  eine  einwerthige  und  für  endliche  v  auch 
immer  stetige  Function  der  eomplexen  Veränderlichen  fj  1 1;^  j . . .  i  tp  dar,  die  den  Glei- 
chungen : 

(1)  ■9-K  \...\v,  +  7ti\...\vp)  =  »(vi  \...\v„\...\vp), 

(.=1,2,...,|)) 

(2)  »(i\  +  «1,,  I  v.^  -f  «2,  I  ...  I  «V  +  Ojn)  =  »{i\  \v^\...\  Vp)e-^'y  -  «.. 

genügt.     Erfüllt  umgekehrt  eine  einwerthige  und  für  endliche  v  auch  stetige  Function 
der  eomplexen  Veränderlichen  v^  |  *\,  j  . . .  |  Vp  die  Gleichungen  (1),  (2),  so  kann  sie  sich 
von  der  Function  ^{i\  \v.i\  .  .  .\v^  nur  um  einen  von  den  v  freien  Factor  unterscheiden. 
Die  obige  Function  ist  ein  besonderer  Fall  der  folgenden  allgemeineren: 


4i::::y(^-'i---i^>) 


=+=»  >»„=+■> 


fi=p  f,=p 


2     Z  <";,"'''",«  +  ''.«"'"«'  +  ''.«■'  +  *  ^  ("',,  +  »„)(".„  +  «„»••) 


"'1=    ■«    '»p—    ^ 

sie  entsteht  aus   dieser,  indem  man  für   die   willkürlichen  Constauten  (/  und  //   durch- 
weg den  Werth  Null  setzt,  d.  h.  es  ist: 

^[l:::l]i^\\^2\---\rp)  =  Hri\v,\...\vp). 

Die  neue  Function   kann  stets   durch   die  ursprüngliche  ausgedrückt  werden    mit  Hülfe 
der  Gleichung: 

•<  =  v  ,"— ;<  f'=p 

Z         Z    ■>„„■»,,?,,■+ 2    Z    p„(c„+*^,«.) 

11  =  1  11  •=  1  11  =  i  ■ 

X  e 

Pbym,  die  Biemaun^Eclie  Thetaformel.  4 


(v=l,2,...,/;) 

2e,,  —  a,,.  —  2luni 
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und  genügt  ähnlich  wie  diese  den  Gleichungen: 

Erfülit  umgekehrt  eine  einwerthige  und  für  endliche  v  auch  stetige  Function  der  com- 
plexen  Veränderlichen  Vj^lv^l  . .  .\vp  die  Gleichungen  (1'),  (2'),  so  kann  sie  sich  von 
der  Function  'S'P'  "''1(^1  |  •  •  •  i  'Vp)  nur  um  einen  von  den  v  freien  Factor  unter- 
scheiden. 

Das  Symbol  P'   "  ''^'1   wird   die   Charakteristik  der   ■9--Reihe   genannt  und   soll, 

wenn  dadurch  kein  Missverständniss  zu  befürchten,  abgekürzt  durch  [^]  bezeichnet 
werden.  Ferner  möge  es  erlaubt  sein,  wenn  die  Ausdrücke  für  die  Argumente  einer 
■ö'-Function  sich  nur  durch  untere  Indices  unterscheiden,  unter  dem  Funetionszeichen 
nur  den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Argumente  mit  Weglassung  des  Index,  in 
doppelte  Klammern  eingeschlossen,  zu  schreiben,  also  •^[■^]((r))  für  ■9'[f]K  |  ^'2 1  •  •  •  Itv)» 
und  entsprechend  ein  Grössensystem  z',  |  t'^  [  .  . .  |  Vj,  einfacher  durch  {v)  zu  bezeichnen. 
Bezeichnet  man  dann  endlich  noch  das  System: 

f'=p  ,  '  /'=;), 

h\  +    E  gf,ai/,  +  A  lÄ*  I  . .  .  I  Vp  +   2J  g  f,aj,,,  +  hp-jti, 

wobei  die  (j,  li'  beliebige  Constanteu  bezeichnen,  symbolisch  mit  [v  -\-  ',,']),  so  ergeben 
sich  aus  den  beiden,  für  die  Function  ■{)•  [;'"]((«;))  oben   aufgestellten  Ausdrücken   die  Re- 


lationen: 


p  f'=p  t<=p 

1  ,11  =  1  i(  =  i 


(v  =  l,2,...,p) 


(^)  ^[:;;;:3c-^'i=Ci:::;:i:]w> 

die  für  beliebige  g,  li,  g,  h'  gelten.  Sind  dagegen  die  Grössen  g',  h'  ganze  Zahlen,  so 
geht  aus  der  Formel  (Ä)  durch  Anwendung  der  Relationen  {B)  die  folgende  einfachere 
Formel  hervor: 

f,=p  f,=p  f,=p  fi=p 

r    n//  I   'i\\  r   -1  -  U      2^  V^,'?'/,»',,'- 2  2;p■,,ü,,-^2  Z  (7,, '-',,- »',/„)«' 
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welch'  letztere  als  specielle  Fülle  die  schon  vorher  erwiilinteii  Forinelii: 

(A)  »[:]{v,  I  . .  .  !  r„  -\-ni\...\  V,)  =  ^[l]iv,  I  ...  1 1;.  I  ...  I  v,)e'''''' , 


(.  =  l,2,...,p) 


umfasst. 


Die  Function  ■9'[,^]((t'))  ist  selbst  wieder  nur  ein  siiecieller  Fall  einer  allgemei- 
neren Function,  deren  Ausdruck  erhalten  wird,  indem  man  in  der  für  ■ö^f^lfi-))  aufgestellten 
Reihe  allgemein  t\,  durch  Sv,,,  a,,,,'  durch  da,,,,,  /(„  durch  dk„  ersetzt,  wobei  Ö  eine  ganze, 
und  zwar,  weil  im  andei-n  Falle  die  entstehende  Reihe  divergiren  würde,  eine  positive 
ganze  Zahl  bezeichnen  soll.  Die  so  entstehende  Function  soll  mit  ■S'iir^lff))  bezeichnet 
werden,  sodass: 

>„,_       cc        m^,_       CO 

ist.  Man  erkennt  sofort,  dass  für  d  =1  •9'()[']((t'))  in  die  Function  ■9'[jl((f))  übergeht. 
Aus  der  die  Function  •9-j[^]((i))  definirenden  Reihe  ergeben  sich  nun  unter  Ausführung 
einfacher  Rechnungen  unmittelbar  die  folgenden  Relationen: 

f'=P  fi'=P  M=P 

(^)  4:F+!v!))=4:::']w«  •"='"'=^"  '  '    "=' 

(^>)  ^^[::::"r::::]w=^^[::;:::::::3w, 

(^^)  ^^[:::,:^::]w=-^[:::::::::?]«e--.    ---^ ^. 

w  *^C::::..,:.:;;yw=*^[;;::::;:aw'^^-''s 

(c)  ^''[:::::::]((--))=*"[:;:::::;]w- 

die  für  beliebige  </,  /(,  (j ,  h'  gelten.  Sind  dagegen  die  Grössen  (j,  h'  ganze  Zahlen,  so 
geht  aus  der  Formel  (yl)  durch  Anwendung  der  Relationen  (2?)  die  folgende  einfachere 
Formel  hervor: 


fl=pfl=p  II— p  ,"=p 

welch'  letztere  als  specielle  Fälle  die  Formeln: 

(A)        »s\',}{v,\---\v,  +  7ti\---\  vp)  =  ^6  r^l  (fi  I  •  •  •  1  ^v  I  •  •  •  1  V,?)  e"'""', 

"-     -*  (V  =1,2,... ,71) 

(A)        ^c)  [']  («'i  +  «IV 1  •  •  •  !  ^>  +  «,,. )   =  *,J  [1 J  (^1  I  •  •  •  I  «p)  e      ^   '      '  - 

umfasst.  Mau  kann  bemerken,  dass  die  Formel  (D)  auch  noch  gilt,  wenn  nur  die  y 
o-anze  Zahlen  bezeichnen,  die  ]i  dagegen  Brüche  mit  dem  Nenner  b  sind.  Setzt  man 
nun  dem  entsprechend  allgemein  (J ^  gleich  Null,  für  /«',,  dagegen  einen  Bruch,  dessen 
Nenner  8,  dessen  Zähler  eine  ganze  Zahl  A,,  ist,  so  erhält  mau  die  Formel: 


2    2^     ijfi  ^fi  «' 


(Z)')     ^i  [^]  (i'j  +  I  ;ri  I  Pj  +  ^-  Jri  I .  •  •  I  ?v+  ^  »r»)  =  *■>[!]  (^i  I  %  I  • " "  I  «/O  « 

die  übrigens  auch  leicht  direct  aus  der  die  Function  definireuden  Reihe  abgeleitet 
werden  kann. 

Die  Gleichvmgen  (DJ,  (DJ  geheu  in  dem  specielleu  Falle  ö  =  1  in  die  Formeln 
(1'),  (2')  des  Art.  1.  über  und  bestimmen  dann,  wie  schon  früher  erwähnt,  in 
Verbindung  mit  den  Bedingungen  der  Einwerthigkeit  und  Stetigkeit  die  Function 
ö'j  r^l  ((r))  =  ■9- r^l  ((t'))  bis  auf  einen  von  den  r  freien  Factor.  Es  drängt  sich  daher 
die  Frage  auf,  ob  auch  im  allgemeinen  Falle,  d.  h.  für  d>  1,  die  Formeln  (DJ,  (DJ 
in  Verbindung  mit  den  Bedingungen  der  Einwerthigkeit  und  Stetigkeit  die  entsprechende 
Function  #,)  T^'l  (((;))  bis  auf  einen  von  den  v  freien  Factor  bestimmen,  oder  ob  den- 
selben mehrere,  nicht  nur  durch  constaute  Factoren  unterschiedene  Functionen  der  v 
genügen.  Um  in  dieser  Richtung  volle  Klarheit  zu  erhalten,  stelle  man  sich  die 
folgende  Aufgabe: 

Hs  soll  die  allgemeinste  eimverthigc  und  für  endliclie  Wcrtlie  der  Argumenie  auch 
immer  stetige  Function  F{v^  I  ''2  I  • "  •  I  ■^>)  f^^*"  complexen  Veränderlichen  Vi\v.i\  •  ■  •\vp 
gefunden  tverden,  die  für  alle   Werthe  der  v  den  Bedingungen: 

(1)  F{v^  \--  ■\vr  +  ni\-  ■■\  Vj,)  =  F{vi  \---\vy\---\vp)c    ''     , 

(v=l,2,...p) 

(2)  F(t\  +  öl,,  [■■■\vp  +  cij,,)  =  Fii\  \---\vp)e     V   ■•  ^  >  0 

genügt. 

Versteht  man  unter  F{vj^  \  ■  ■  ■  \'Vp)  eine  den  gestellten  Bedingungen  genügende 
Function  und  setzt  dann: 

fir=p 

G{v,\..-\vp)^F{v,\-.-\v,;)e        "  =  ' 

so  ist  G([v])  ebenfalls  eine  allenthalben  einwerthige  und  für  endliche  v  auch  immer 
stetige  Function  der  complexen  Variablen  (v),  die  den  Gleichungen: 
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(i)  G(v,  \...\v^.  +  ni\--.\v^)  =  G(v,  I  •  •  •  I  y..  1  ■  •  •  I  tv), 


if  =  l,2,...,,,) 
fi=p 


(2)     G{Vi  +  aiy\---\vp  +  aj„)  =  G{i\\---\vj,)c     ^   '^  '•>       ^^i"  "" 

genügt,  und  die  zunächst  in  Folge  der  Gleichungen  (T)  für  alle  endlichen  Werthe  der 
V  darstellbar  ist  durch  dieselbe  nach  den  ganzen  negativen  und  positiven  Potenzen  der 
Grössen  e-'',  e^'^,  •  ■  • ,  e^'p  fortschreitende  Reihe  von  der  Form: 


"'=+"       "j,=-^'-  iS   «„• 


G{vAvA---\v,)=  V   ■••    y]  A„„„...,„  e  "  =  ^ 


wobei  die  A  von  den  v  unabhängige  Constanten  bedeuten.  Führt  man  diese  Reihe 
au  Stelle  von  G((v))  in  die  ' Gleichung  (2)  ein,  so  verwandelt  sich  sowohl  die  linke, 
wie  die  rechte  Seite  derselben  in  eine  nach  den  ganzen  Potenzen  von  f?'^,  e^%  •  •  •,  ^'p 
fortschreitende  Reihe,  und  es  ergibt  sich,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  zwei  solche 
Reihen  nur  dann  für  alle  Werthe  der  v  einander  gleich  sein  können,  wenn  die  Coef- 
ficieuten  gleich  hoher  Potenzen  der  genannten  Grössen  e-'',  (r'-^,  ■  •  •,  e-'p  beiderseits 
dieselben  sind,  für  die  Constanten  A  zunächst  die  Beziehung: 

A„,        „  +ö       „   =A,„        „    ..  ,„   e   "  =  ' 


als  notb wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  Function  G  (((;))  der  Gleichung 
(2)  genügt. 

Durch  successive  Vermehrung  von  »;,,  um  ä,  2S, . .  .,ijn,  —  1)8  erhält  man 
aus  der  vorstehenden  Formel  in,.  —  1  weitere,  die  mit  der  ursprünglichen  in  passender 
Weise  verbunden,  die  Gleichung: 

u=l, 

A, ...,«,.+«..<»,..., '.p  =  A, ...,».,..., »,e       .«  =  '  ' 

ergeben,  welch'  letztere,  da  sie  ihrer  Entstehung  nach  für  v  =  1,  2,  . .  .,  p  gilt,  p  ver- 
schiedene Gleichungen  repräsentirt.  Von  diesen  ausgehend  kann  man  ein  System  von 
Recursionsformeln  aufstellen,  aus  dem  sich  als  allgemeinste  Beziehung  zwischen  den  A 
die  folgende  ergibt: 

r  =  p  il=p  y=p  1=1,  r=p 

2  Z        H  '",.(»«  +  ■'!'.«)  "..<■  +  '>   ^       Z  m,.m,,'a,,.-r2d   E  m,.h,:ti 

=  jI  g    1  =  1  .u  =  i  '     ■         1  =  1  >'=i  1  =  1 

""  ""  •  ■  •'  V 

Dieselbe,  zunächst  nur  für  positive  ganze  Zahlen  in  abgeleitet,  bleibt  auch  noch  für 
negative  ganze  Zahlen  m  bestehen;  man  erkennt  dies  unmittelbar,  wenn  man  in  der- 
selben allgemein  an  Stelle  der,  keiner  Bedingung  unterworfenen,  ganzen  Zahl  ii,  die 
Zahl  ih  —  niyd  setzt  und  die  so  entstehende  Gleichung  nach  ^„, _„,,j, „, _„m(, ...,„  _„,  o 
auflöst.     Ersetzt  man  noch  in  der  letzten  Formel  den  Buchstaben  n  durch  den  Buch- 
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Stäben  r,  so  erhält  mau,  nach  passender  Umformung  der  Exponeutialgrösse,   schliess- 
lich die  Formel: 

in  welcher  »Hj,  . . .,  vij,;  i\, .  . .,  »>  beliebige  ganze  Zahlen  vertreten. 

Man  nehme  nun  die  aus  dem  Frühereu  unmittelbar  sich  ergebende  Gleichung: 


Fiv))  =  Giv))e     ."  =  i'"  "=    ^ 

"■—    '^        "p—    '* 

und  denke  sich  darin  die  ganzen  Zahlen  v^,  n.^,  . . .,  iip  in  die  Form  gebracht: 

Mj  =  w/jö  +  r, ,     «2  =  nhö  -f  i\-,, . . .,     «^,  =  Hi^d  +  Vp , 

wobei  /"i,  r2>  •  •  •>  '>  ''^^  kleinsten  positiven  Reste  von  n^,  n.^, . .  .,  np  in  Bezug  auf  den 
Modul  ö  bezeichnen  sollen,  die  m  also  ganze  Zahlen  sind.  Es  wird  dann  allgemein  n, 
alle  o-anzzahligen  Werthe  von  —  oo  bis  +  oo,  und  zwar  jeden  nur  einmal,  annehmen, 
wenn  man  für  r,  der  Reihe  nach  die  Zahlen  0,  1,  2, . . .,  d  —  1  setzt  und  dabei  jedes- 
mal niy  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  —  c»  bis  +  ao  durchlaufen  lässt.  Auf  diese 
Weise  erhält  mau  zunächst: 

Führt  man  hier  auf  der  rechten  Seite  an  Stelle  von  J.,„^d +  ,•,,..., 7«^,c!  +  >-^,  den  vorher  auf- 
o-estellten,  die  Grösse  Ar,^...,r    enthaltenden  Ausdruck  ein,  setzt  zur  Abkürzung: 

/'=7'  (i=l>  r„  r„.  f<=P  r,„ 

und  berücksichtigt,  dass  Cr,,...,r.,  von  den  Summationsbuchstaben  ?«  vollständig  unab- 
hängig ist  und  demnach  auch  vor  die  betreffenden  Summeuzeicheu  gestellt  werden 
darf,  so  folgt  weiter: 

.11  =  1      ;U'=1  .«  =  1 

und  schliesslich,  indem  man  die  zweite  ji;-fache  Summe  durch  eine  ■9-ij-Fuuction  ersetzt: 

n^ii^'S  ■■■2  <^'-..- ,,^/■^'•+^f'^+T•■•■'■''.+Tl((^•)), 

wobei  die  C,  d''  an  der  Zahl,  Constanteu  bezeichnen. 
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Eine  jede  der  d''  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  vorkommenden 
Functionen  0-j  ist,  den  Gleichungen  (-/>>,),  (Z)^)  dieses  Artikels  zufolge,  eine  niemals 
versagende  particulilre  Lösung  des  für  die  Function  Fllvjj  aufgestellten  System^  von 
Differenzengleichungen  (1),  (2),  und  es  wird  daher  der  für  die  Function  -F((i'))  gefun- 
dene Ausdruck  die  gewünschte  allgemeinste  Lösung  darstellen,  wenn  man  unter  den  C 
willkürliche  Constanten  versteht.  Berücksichtigt  man  noch,  dass  zwischen  den  er- 
wähnten d''  Functionen  ■9'j,  wie  ein  Blick  auf  die  sie  darstellenden  Potenzreihen  un- 
mittelbar zeigt,  keine  homogene  lineare  Relation  mit  in  Bezug  auf  die  Grössen  v 
Constanten  Coefficienten  besteheft  kann,  diese  Functionen  also  linearunabhilngig  sind, 
so  folgt  weiter,  dass  die  Anzahl,  öp,  der  in  dem  allgemeinsten  Ausdrucke  für  JP((i']) 
vorkommenden  willkürlichen  Constanten  sich  niemals  durch  irgend  eine  Umformung 
des  Ausdrucks  auf  eine  geringere  reduciren  lässt. 

Aus  den  gefundenen  Resultaten  ergibt  sich  nun  leicht  der  folgende  be- 
kannte*) Satz: 

„Bezeichnet  Fäi^v^j  irgend  eine  eimcerthige  und  für  endliche  v  auch  stetige  Function 
der  cmnplexen  Veränderlichen  t\''  .  .  .\vp,  die  für  alle   Werthe  der  v  den  Gleichungen: 

(1)  Fiiv,  \...\v,  +  7ti\...\Vj,)  =  F,(v,\..,\v.\...\  V,)  ^^^.'", 

(•  =  1.2 P) 

(2)  Fö{i\  +  rti..  1  .  .  .  I  r^  -f  a,.)  =  F^iv,  ]...\vp)  e-^(2^.+a„)-2ö,,.i 

genügt,  icdbei  ö  eine  positive  ganze  Zahl,  g,  h  beliebige  Constanten  bedeuten,  bezeichnen 
ferner  F^\v)),  i^J"  ((i-)),  . . . ,  F^  ((u))  Si'  andere,  ebenfalls  eimcerthige  und  für  endliche  v 
auch  stetige  Functionen  der  complexen  Veränderlichen  i\\  . . .[  Vp,  die  denselben  Bedingungen 
(1)  und  (2)  genügen  tmd  zudem  linearunabhängig  sind,  so  lässt  sich  aus  diesen  die  ur- 
sprüngliche Function  Fäl[vjj  immer  und  nur  auf  eine  Weise  zusamnmisctzen  in  der  Form: 

F,iv))  =  &''F^;\{v))  +  C'^'^  FPivI  +  . . .  +  &"'>F^Piv}, 

wobei  die  C  von  t'j  |  . .  .  |  v^,  freie  Grössen  bezeichnen,  die  tJieilweise  auch  dai  Werth  Xull 
liäben  können." 


Ersetzt  man  in  dem  Ausdrucke  für  &  L.J  ((i)),  wo  g',  h'  noch  zu  bestimmende 
Constanten  bezeichnen,  die  Grössen  v^]  . .  .\  Vp  durch  die  Grössen  rv^  |  .  .  .  rVp,  unter 
r  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden,  so  entsteht  dadurch  die  einwerthige  und  für  end- 
liche V  auch  stetige  Function: 


*ß;:aKi---i'-^.) 


*)  Vergleiche:  Tlwmae,  Die  allgemeine  Transformation  der  ^-Functionen  mit  beliebig  vielen 
Variabein.  Inaug.-Diss.  Göttingen  1864,  pag.  10,  und:  Ilermitc,  Snr  la  throne  de  la  trangformation 
des  fonctions  Äbeliennes.    Comptes  rendus,  tome  XL ,  pag.  366  und  429. 


-     32     — 

der  complesen  Variableu  t\\  .  . .]  Vj,,  die  beim  Uebergauge: 

von  Vi\  . .  .\v,  \  .  .  .\Vj,   in   v^  \  . .  .  \  v,.  -{-  ni  \  . .  .  \  Vp    deu  Factor    e^''»'»  «', 

von  «1  I  ...  I  r^,  in     i\  -\-  aiy  \  .  . .  \  Vj,  +  ö^y-'      ^^^  Factor    e-'''<^'v+''>'v)-S'-'''i' «' 

erlangt.  Bestimmt  man  dann  die  Constanten  g',,,  li,.,  für  v  =  1,  2.  .  . . ,  j>,  iu  allge- 
meinster Weise  so,  dass  sie  den  Gleichungen: 

unter  g,,,  K  willkürliche  Constanten  verstanden,  genügen,  und  führt  die  auf  diese  Weise 
sich  ergebenden  Werthe: 

9v=rg..-{-y,      h,=rh,+y, 

wobei  «,  ß  beliebige  ganze  Zahlen  vertreten,  au  Stelle  von  g',  li  in  die  Function 
■ö'K.  (>"Di  !  . . .  I  rvp)  ein,  so  entsteht  dadurch  eine  einwerthige  und  für  endliche  Werthe 
der  V  auch  stetige  Function: 

f{v,  \...\v,)=^ 


die  für  alle  Werthe  der  v  den  Gleichungen: 

(1)  fiv,  I  ...  I  Vy  +ni\...  '  r,)  =  f{v, 

(2)  f{v,  +  au  \...\vp  +  cp,)  =  /'(fj 


{rv^ 


'•Vp), 


Vp)e^'-'-:'v'^-, 


iV)  e-'-=(2"v+«n)- 


genügt,  und  die  demnach  bei  festgehaltenen  Werthen  der  a  und  ß  als  eine  specielle 
Function  Fr-^([v]j  augesehen  werdeu  darf.  Die  ganzen  Zahlen  cc,  ß  kann  man  sich  dabei 
immer  auf  ihre  kleinsten  positiven  Reste  nach  dem  Modul  r  reducirt  denken,  da  eine 
Vermehrung  der  a,  ß  um  ganze  Vielfache  von  r  zu  der  obigen  ■9--Function  in  Gemäss- 
heit  der  Formeln  (-Bj),  (B2)  des  Art.  1.  nur  einen  constanten  Factor  hinzufügen  würde. 
Führt  man  nun  mit  Rücksicht  auf  das  eben  Bemerkte  in  dem  obigen  Ausdrucke  für 
/■((«;))  an  Stelle  der  2p  Grössen  a,  ß  auf  alle  möglichen  Weisen  die  Zahlen  0,  1,2,.. ., 
r  —  1  ein,  so  erhält  man  im  Ganzen  r^^  verschiedene  Functionen  Fr-^^v]j,  und  es  würden 
dieselben  nach  dem  im  vorigen  Artikel  Gefundenen  als  ein  vollständiges  System  von 
particulären  Lösungen  der  Diflerenzengleichungen  (1)  und  (2)  des  vorliegenden  Artikels 
anzusehen  sein,  sobald  nachgewiesen  wäre,  dass  dieselben  linearunabhängig  sind,  oder, 
was  dasselbe,  dass  zwischen  ihnen  keine  homogene  lineare  Relation  mit  constanten 
Coefficienten  besteht. 

Das  Gegentheil  angenommen,  sei: 


0,1,  ...,»■— 1 


''     «■ 


»•5'i+7.---.»-ft;+7^' 


r\-\-t 


1      1   '*^ 
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eine  solche,  für  alle  Werthe  der  v  bestehende  lineare  Relation,  bei  der  die  L  von  den  i- 
freie  Constanten  bezeichnen,  die  theilweise  auch  den  Werth  Null  haben  können.  Setzt 
man  dann  hierin  an  Stelle  des  Systems: 


'"T/'9.. 


■"""e« 


i'i  I  .  .  .  I  Vp  das  System  i-,  +  Z  -^  r/i_  -\-  -  ni  \  .  . .  \  v,,  -\-  E  -''  Op,,  +  --  Tii , 

unter  p,  a  ganze  Zahlen  verstanden,  oder,  was  dasselbe,  lässt  das  System: 

(rv)  in  das  System  (rv  +    ^  ) 
übergehen,  so  entsteht  aus  der  obigen  Gleichung  die  neue: 


»•fi'i4-  >'■■■.'■;/;' 4- -7 


rK  + 


,"(, 


^rh.+': 


[rv  + 


=  0. 


Berücksichtigt  mau  jetzt  die  aus  Formel  (D)  des  Art.  1.  leicht  herzustellende  Gleichung: 


% 


rr  +  r       =# 


'■9,  +7.  ■••-»•i'/'+v 


l,=p,,=p  ,,=p  !'=>'   I    /  U\  I  ri     \  \ 

-     E      Z    a„u    Qu   Qu    -  2    2;   a„  rr„  +2  2^       [rg„  +  Ji)  o„  -  lr/,„  +'-IL)  „„     ,-r, 
^    ,,        „  =  i„=i    '  „  =  i    ■  „  =  il\  >■/  \  '-/        ) 

SO  erhält  man  durch  Combination  dieser  Gleichung  mit  der  vorhergehenden,  unter  Fort- 
lassung des  von  den  Summationsbuchstaben  a,  ß  freien,  allen  Gliedern  gemeinsamen 
Factors: 

>'— P  . •<'=!'  "=l>  •'=!• 

-  E       Z  a  „„.  «„  j„.  -2   E   ■;,  rv„  +  2    E  r  (?„  "„  -*„  i-„)  ni 

p       U  =  \    U=\  .1  =  1  „=1 


die  aligemeinere  Relation: 


2  ^;:; 


/'  % 


'•$11  + 7 >•»/'+ 7- 


z^   E  («„  "„  -  ,-<„  (.„) 
e  ""  "  =  »   '    ■  =  0. 


Aus  dieser  letzten  Gleichung  ergeben  sich  aber,  indem  man  für  die  2jj  Grössen 
9, ,  .  .  . ,  Qp]  6^,  .  . . ,  ßp  auf  alle  möglichen  Weisen  die  Zahlen  0,  1,  2,  ... ,  r — 1  ein- 
führt, im  Ganzen  r-J'  verschiedene  Gleichungen,  deren  Zusammenbestehen  das  Ver- 
schwinden derjenigen  Determinante  nach  sich  ziehen  würde,  die  als  allgemeines  Glied 
die  Exponentialgrösse: 

II  =11 

iiL  2:(«„o„-,^„.v, 

e  '  "  =  i 

Prym,  die  Riemaiin'ache  Thetaformel.  5 


u    — 


besitzt,  uud  vou  der  eine  Honzoutalreilie  erhalten  wird,  indem  man  im  allgemeinen 
Gliede  bei  festgehaltenen  q,  0  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Grössen  «,  ß  nach  ein- 
ander siimmtliche  r-''  Variationen  der  Elemente  Oj  1,  ...,  r  —  1  zur  2^5*^'^  Classe  mit 
Wiederholung  in  vorherbestimmter  Reihenfolge  treten  lässt,  eine  Verticalreihe  dagegen, 
indem  man  bei  festgehaltenen  a,  ß  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Grössen  p,  0  die- 
selben Variationen  treten  lässt.  Nun  hat  aber  die  so  gebildete  Determinante  z/  einen 
Yon  Null  verschiedenen  Werth,  da  man  durch  Multiplication  von  J  mit  sich  selbst 
^i  =  ]\TK  ^0  N  =  r'^^',  erhält,  und  es  kann  folglich  zwischen  den  r-''  hier  betrachteten 
©■-Functionen  keine  homogene  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten,  die  nicht 
sämmtlich  Null  sind,  existiren,  oder,  was  dasselbe,  diese  r~J'  ©-Functionen  sind  linear 
unabhängig. 

Geht  man  jetzt  auf  den  Satz  am  Ende  des  Art.  2.  zurück  und  setzt  darin  an 
Stelle  von  d  die  Zahl  r^,  so  kann  man  an  Stelle  der  dann  dort  auftretenden  r-J'  Func- 
tionen F^iv},  -F!f'(W)>  ••■;  ■^ri^'^'W  i^it  Rücksicht  auf  das  soeben  Bewiesene  die  r^J' 
Functionen: 


& 


/«,,...,«   =0,1,...,  r-n 


setzen  und  erhält  dann  den  folgenden  Satz: 

,,Bezeiclinet  Fr-iv}  irgend  eine  eimvertliige  und  für  endliche  v  auch  stetige  Func- 
tion der  complexen  Veränderliehen  Vj  j  . . .  |  Vp,  die  für  alle  Werthe  der  v  den  Gleiehungen: 

(1)  F,.  {v,  1  .  . .  >\.  +  ;r(:  I  .  .  .  I  t>)  =  Fr--  {v,  |  . . .  |  i',,  |  . . .  [  i'^)  e-''""^.'»', 

(2)  Fr-  {V,   +   a,v   I   .  .  .   1   t>   +   «,.,)  =  Fr'.  {V,\...\  Vj,)  e-'-M2.„+«„.,)-2.v,„«.- 

genügt,  icohei  r  eine  positive  ganze  Zahl,  g,  h  heliehige  Constanten  hedeiden,  so  liisst  sich 
die  so  definirte  Function  Fr~-lv}  immer  und  nur  auf  eine   Weise  darstellen  in  der  Form: 


-f,.M 


'1 


ß,. 


'•31  +  7-  ■  ■  ■  •  r<Jt'+ -'' 


.»■Äi<  +  '-T 


rlh  +  ' 


{rv^  I  ...  \rvp), 


wobei  die  C  von  v^^ 
Jiaben  Immen." 


Vjj  freie  Grössen  hezeichnen,  die  theihceise  auch  den   Wertlt  Null 


Es   mögen  c^,  . .  .,  Ci„;  . . .;  c„i,  .  . .,  c„„  n^   ganze   Zahlen    bezeichnen,    die   für 
jedes  fi  und  fi'  von  1  bis  )i  den  Bedingungen: 


0,  wenn  ft'   ^  ^u, 
>•  ,  wenn  jt  =  ft. 


Cf,-f,, 
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genügen,  wobei  r  eine   vorweg  beliebig  angenommene  positive   ganze  Zahl    sein   soll. 
Setzt  man  dann,  unter  a;'",  x^^\  . . .,  .r'"'  n  unabhängige  Veränderliche  verstanden: 

{S)  ^  ^<"  +  'f  ^'^'  +  •  •  •  +  T  ^  "  =  ^'  ^'  , 


^(■)  ^_  ^'  a:(i)  _{_..._(.   ..'"•  a7(")  =  .r''"' 


so  bilden  diese  ii  Gleichungen  ein  orthogonales  iuvolutorisches  System. 

Man  nehme  jetzt  jj»  unabhängige  Veränderliche  n  und  theile  dieselben  in  ^) 
Gruppen  zu  je  «  ein;  die  Variablen  der  v**"  Gruppe  sollen  mit  n^\  «/"', .  . .,  ti'"'  be- 
zeichnet werden.  Ersetzt  man  dann  in  dem  aufgestellten  Gleichungensysteme  (S)  die 
Grössen  a;''',  a;'->,  .  .  .,  x'-"^  durch  die  Variablen  «/",  «*"*,...,  ?/"'  der  v"'"  Gruppe,  be- 
zeichnet entsprechend  die  Grössen,  in  die  dann  x'^'-\  x'^-\  ...,a''"'  übergehen,  mit  ?('"', 
n'f\  . . .,  u'["^  und  multiplicirt  linke  und  rechte  Seiten  der  entstehenden  Gleichungen  mit  r, 
so  erhält  man,  indem  man  für  v  der  Reihe  nach  die  Zahlen  1,2,...,})  setzt,  ^>  Systeme 
von  je  n  Gleichungen,  das  v*°  von  der  Form: 

t'n«l"  +  c,2«/"  H h  Ci„«';"  =  )-!f'|". 


c„i«;"  +  Ca«,  H h  c,„.«;" 


Jedes  dieser  ^j  Systeme  hat  dann,  weil  es  ein  involütorisches  ist,  die  Eigenschaft,  dass 
es,  nach  den  m  speciell  in  ihm  vorkommenden  Grössen  «  als  Unbekannten  aufgelöst, 
ein  gleichgebautes  System  ergibt.  So  folgt  aus  dem  eben  aufgestellten  i''""  Systeme 
durch  Auflösung  das  gleichgebaute  System: 

c„«'!"  +  fi.  "?'  +  ••  •  +  '-.-.<"'  =  '■":". 


und  man  kann   daher  in  allen   auf  Grund   dieses  Systems   abgeleiteten  Resultaten,  die 
die  H   als   unabhängige   Veränderliche  enthalten,   die  Variablen   u   mit   den   Variablen 
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n  beziehlich  vertausclien.  Ein  jedes  der  p  Systeme  ist  aber  auch  ein  ortliogouales, 
und  es  findet  daher  für  jedes  v  die  Gleichung: 

statt. 

Man  substituire  jetzt  in  d'lv}  für  Vj  |  Vj  | . . .  |  t^p  die  Grössen  ruf  \  ru'f  \...\  rn'f 
und  bezeichne,  in  Uebereinstimmung  mit  der  früher  eingeführten  Symbolik,  die  so  ent- 
stehende Function  mit  ■9- ((>•«'("')).  Setzt  man  dann  für  (i  der  Reihe  nach  die  Zahlen 
1    2   .  .  .,n  und  bildet  das  Product  der  n  so  entstehenden  Functionen: 

^{^((rM'C)))  ,     ^((rM'(2)))  ,   .  .  .  ,   ^((r«'(">))  , 

so  kann  man,  wenn  mau  berücksichtigt,  dass,  den  aufgestellten  Gleichungen  zufolge, 
die  Variablen  u  homogene  lineare  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  n  sind, 
das   erwähnte   O'-Product  als  Function   der  np  Grössen  «'"',  jt  =  1,  2,  .  .  .,  «;  v  =  1, 

•2,...,i)  betrachten  und  entsprechend  mit  i^(i/^'\  . ..,  »^"|  «!"'' •••>  "^'^' I  •••  i  "'i"'' •■  •'  "^'') 
bezeichnen,  so  dass  also: 

ist.     Es  ist  dann  F  eine   einwerthige  und  für   endliche    ii   auch   stetige   Function   der 
sämmtlichen  Variablen  ii'l'\  von  der  weitere  Eigenschaften  jetzt  ermittelt  werden  sollen. 
Lässt  mau  das  in  F  vorkommende  System: 

(fj"',  . .  .,  (/,''', . . .,  /'*;"'  übergehen  in  nf,  . .  .,  /r';"'  +  ^',  ■  ■  ■,  "i"' , 

so  gehen  dadurch,  da  nur  die  eine  Variable  «|;"  um  %i  vermehrt  wird,  alle  übrigen 
np  —  1  Grössen  a  dagegen  keine  Aenderung  erfahren,  die  u  Grössen:  . 

)■"'',",  >■"'!"')  •  •  •)  '■"'',,"'   über  in  ;-h'J'*  +  Ci,,7ci,  r»'|''  +  c-ju^i,  ■  ■  ■,  ''"'','"'  +  c„u7ti , 

während  die  übrigen  (jj —  1)»  Grössen  rii  nicht  geändert  werden.  Da  nun  ein  jeder 
der  Coefficienten  c  eine  ganze  Zahl  ist,  eine  Function  %'{vi  \  . .  .\vp)  aber  ihren  Werth 
nicht  ändert,  wenn  y,,  in  v^  +  9^i  übergeht,  unter  g  eine  ganze  Zahl  verstanden,  so 
bleibt  beim  Uebergange  von  ?t|,'''  in  H^f''  -\-'%i  der  Werth  einer  jeden  der  «Functionen 

■&((»•«'<'))),...,  ■9' ((>•  ?('("')),  mithin  auch  der  Werth  ihres  mit  F  bezeichneten  Productes 
ungeändert. 

Lässt  man  dagegen  das  in  F  vorkommende  System: 

uf,  nf, .  . .,  h'^'''  übergehen  in  ii'l''  +  «],,,  /(!,"'  +  «..,,  .  .  .,  ;/;"'  +  Op,. , 

so  geht  dadurch,  da  nur  die  p  Variablen  u'l'\  ((!;"', .  .  .,  (r"'  um  «i, ,  «j,, .  .  .,  Op,  beziehlich 
vermehrt  werden,  die  übrigen  (n  —  1)23  Grössen  u  dagegen  keine  Aenderung  erfahren: 


r«'^",  ruf,  . . .,  ri('^^^  über  in   *•«'',"  +  c,„rt,.,  '•'(',"+  Ct,,»..,, .  . .,  /•(«'^"+  Ci^ctp,., 
ru''^\  rff'if', . . .,  r«''^'   über  iu   *-(('j''  +  C2„a,,,,  <•(('!;'+ Ciußi,,  ...,»•»''"'  + Ci/.,«^,,., 

ru["\  ni'[^\  .  .  .,  »-h'^"'  über  in  ni["^  +  c„,,au,  ''«'2"'+  «„,,«2,, . .  .,  >-»'^*  +  c,,,«;,,. , 
und  entsprechend: 

^((>-«'("))  über  in  ^0-«'^"  +  c,,,«,,,  . . .,  nf'j,"  +  c,„v)  =  ^((»■(e'<')))e-^'^i,«''"''"-^1/.'"'»  , 
#((>•«'(-"))  über  in  -»(r«'*-"  +  ca,,«,, , .  . .,  >-;('jf'  +  c>.,a,„)  =  ^((r)r2)))e~^'2."  ''"'^''-'2.'.  "•» , 

^((r  «'('■>))  über  iu  ^(r«''j"'  +  e,,,,«!,, . . .,  ru^^'^  +  fv„a^,,)  =  »((>•«'!'■' ))e~  -'">'''"' "^-"In'-'-y  ^ 
also  das  Product: 

*((/-u'ii'))  *((r2«'C^)))...^((>-»'<'"))  "her  in  ^((r«'«')))  #((;-?t'<2))) ...  ^((,-j<'")))  e-''^^''v"'+ "•■•', 
da  nach  früher  Bemerktem: 

%, 'C  +  %.  "T'  +  •  •  •  +  ^,„. «'!:"  =  c^a »'!"  +  c^.,  »T  +  ■■■  +  c„„  «'!"'='•<", 

und 

%  +  ^2,,  +  •  •  •  +  cL  =  '•- 

ist. 

Aus  der  geführten  Untersuchung  folgt,   dass   die  Function  F  den  Differenzen- 
gleichungen: 

(1)  F{,...\^^■\..,^i':'  +  ni,..,i^;^\...:)  =  F{...y■\..,^^:\..,^^;:'\...:), 

(2)    F{. . .  .    «!'"+  «,.,, . .,  <'  +  «„  1  ....)  =  J-C  .  ..;<■',..,. /;'!....)  e-^' '==%"  +  "..> 

genügt,  die  für  jt  ^  1,  2,  . . .,  h;  v  =  1,  2, . .  .,  jj  gelten.  Zur  Abkürzung  sind  dabei 
unter  dem  Functionszeichen  von  den  «,  je  p  Glieder  u  enthaltenden,  und  durch  Vertical- 
striche  getrennten  Systemen  der  nj)  Variablen  u  die  n — 1  Systeme  unterdrückt,  in 
welchen  kein  Glied  eine  Aenderuug  erfahrt.  AVendet  man  nun  den  am  Schlüsse  des 
Art.  3.  aufgestellten  Satz  an,  nachdem  man  den  siimmtlichen  darin  vorkommenden  Con- 
stanten (/,  h  den  Werth  Null  ertheilt  hat,  so  ergibt  sich  zunächst,  dass  die  Function 
F,  als  Function  der  j)  Variablen  u^'\  "^"'j  •  •  v  "*"'  betrachtet,  sich  immer  und  nur  auf 
eine  Weise  darstellen  lässt  in  der  Form: 
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(3)      F(....\^^r,■■■>^'^]■■■^=^2~^ 


rjf)      (")• 


wobei  die  K  von  den  ^)  Variablen  ?(j"' ,  .  .  . ,  ««'"*  vollständig  freie  Grössen  bezeichnen, 
die  aber  noch  von  den  übrigen  (h  —  1)^),  von  n^'  ,  ...,  u'  verschiedenen,  Variablen 
II  abhängen. 

Die  Gleichung  (3)  zeigt,  dass  die  Function  F  eine  homogene  lineare  Function 
der  r-i'  linearunabhängigen  Functionen: 


1^1        l'p 


((r^C"))), 


. ,  f(^'      =  0 ,  1 , 


mit  in  Bezug  auf  (i('"')  constanten  Coefficienten  ist.  Da  hierbei  für  ja  jede  der  Zahlen 
1,  2, . . .,  H  gesetzt  werden  darf,  so  ist  die  Function  F  gleichzeitig  eine  homogene 
lineare  Function: 


r_(i)      JiJn 


der  r'^''  Functionen  9- 


der  r-^'  Functionen  -9- 


'   1  '  ?J 


/^',...,«<^''=o,i, 

,(2)  .(2)    _„    , 


der  r-i'  Functionen  -9 


(jr«W|, 


Daraus  folgt  aber  —  indem  man  noch  berücksichtigt,  dass  nicht  nur  die  r^J'  ■9-Func- 
tionen  eines  jeden  der  n  soeben  aufgestellten  Systeme,  sondern  auch,  weil  zwischen  den 
np  Grössen  (t;"'),  («'■'), . . .  ,  (»'">)  keinerlei  Beziehungen  bestehen,  die  r-"^'  Producte, 
welche  aus  der  allgemeinen  Form: 


:(»-m/i)))    » 


'"' 

n)        ^  (n)- 
P 

» 

:■ 

[i 

tv_ 

^ 

'    J 

hervorgehen,  wenn  man  darin  für  die  2 »p  Buchstaben  «,  ß  auf  alle  möglichen  Weisen 
die  Zahlen  0,  1,...,  r— 1  einführt,  liuearuuabhüngig  sind  —  dass  die  Function  JP  sich 
immer  und  nur  auf  eine  Wei^e  darstellen  lässt  in  der  Form: 


(4o)-F'= 


y 


L<^'' 


P 


;(r«'")|. 


wobei  die  C  von  allen  Variablen  u  vollständig  freie,  ihrem  Werthe  nach  noch  zu  be- 
stimmende Constanten  bezeichnen,  und  die  Summation  über  alle  Terme  zu  erstrecken 
ist,  die  aus  dem  allgemeinen  Gliede  entstehen,  indem  man  an  Stelle  des  Systems  der 
2np  Summationsbuchstaben  «,  ß  der  Reihe  nach  sämmtliche  r^'^P  Variationen  der 
Elemente  0,  1,.  ..,  r—\  zur  2«^;*^"  Classe  mit  Wiederholung  treten  lässt. 


Ersetzt  man  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (4„)  die  Function  F  durch  das 
mit  ihr  identische  O^-Product  und  führt  gleichzeitig  auf  der  rechten  Seite  eine  abge- 
kürzte Bezeichnung  ein,  so  nimmt  die  genannte  Gleichung  die  Form  an: 


(;4)  »fr«'*»))... #(()■«» 


:(rH(»))...» 


Aus   dieser  Gleichung    soll   jetzt  zum   Zwecke   der    Constantenbestimmung    eine   allge- 
meinere abgeleitet  werden. 

Lässt  man  die  Systeme: 

(r «<■)),  .  .  . ,  (retC"')     übergehen  in     (ru''^  +  1  "'*'  Y  . . . ,  C>-«"')  -f  |  °'"'  \ , 
unter  p,  ö  ganze  Zahlen  verstanden,  so  gehen  dadurch  gleichzeitig  die  Systeme: 


(/•»'<■'),  . . .  ,  (^-h'*"')     über  in 
wenn  für  i/  =  1,  2,  .  . . ,  p: 


i-(r»-j- 


,7(1) 


Vl'i 
öl") 


q,ar'+...-f  .,„<'=<• 


gesetzt  wird.     Aendert  man  nun  in  der  Gleichung  (4)   die  Systeme  (ru),  (>■«')  in  der 
angegebenen  Weise  und  transformirt  die  auf  der  linken   Seite  stehenden  9'-Functionen 
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unter  Anwendung  der  aus  Gleichung  (Ä)  des  Art.  1.  leicht  herzustellenden,  für  /n  =  1, 
2,  . .  . ,  n  geltenden  Formel: 

^  ^       ^    O.       ,('         t}    ,    —  'i  ^  Q  tt  —   — —    ^^    Q         a 


9\\  ru^fl  + 


^ 


T(.")' 


dagegen  die  im  allgemeinen  Gliede  der  rechten  Seite  stehenden  ■^-Functionen  unter  An- 
wendung der  aus  Gleichung  (D)  des  Art.  1.  unmittelbar  sich  ergebenden,  ebenfalls 
für  ft  =  1,  2,  . . . ,  n  geltenden  Formel: 


ß(K) 


(.■»'" +i£:i; 


=  d- 


so  erhält  man,  wenn  mau  die  auftreteuden   Expouentialgrössen  passend   vereinigt,  zu- 
nächst die  Gleichung: 


öd) 


ä(") 


0,  1,  ....  r— 1 


<i        ruW\...\cc'~«-r\ 


\,W' 


'•«(i'L..'9- 


,,M1^  /.    '"     ,.'=ti-=l 


^"£'E{^^'^^'-t^'^f) 


In  Folge  der  Beziehungen,  die  zwischen  den  u  und  u  ,  zwischen  den  q  und  q, 
endlich  zwischen  den  e  und  6  bestehen,  wird  das  System  linearer  Gleichungen: 

Ci,  a;!"  +  ■  •  •  +  Ci„,  a;'">  =  ra.-'^i' , 


erfüllt,  wenn  man  allgemein,  d.  h.  für  ji  ==  1,  2, .  .  .,n: 

1)  «*''-'  durch  ir'    uud  gleichzeitig  .•>;''•"'  durch  «('^"  , 


2)  a;'"'  durch  p^"''  uud  gleichzeitig  a'''"'  durch  ^ 
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3)  a;'"*  durch  p^     uud  gleichzeitig  a;'''"'  durch  ^ , 

r 

4)  a;''"'  durch  ff;     uud  gleichzeitig  x''"'  durch  ^^  , 
ersetzt.     Dasselbe  System  wird  daher  auch  erfüllt,  wenu  man: 

5)  .t'"*  durch  p,"' +  (>*.".''    und  gleichzeitig    a;''"'    durch    ^v    +  ^v'  , 

6)  a; ■"'  durch  «_;"'  +  p|;"'    uud  gleichzeitig   ://'"'    durch  «'';"'  +  f^ , 

r 

7)  a;'"'  durch  pj"'  +  (y|"'    und  gleichzeitig   a.''"'    durch    ^_  +  ^_  , 

r  r 

ersetzt.     Nun  folgt  aber  aus  dem  obigen  Systeme: 

■"^V^"'' =''i'"a;"''% 

und  es  bestehen  daher  auch,  entsprechend  den  sieben  eben  aufgestellten  Lösungen,  die 
Gleichungen: 


"z'\i:f="z\/f,  i"z"pi"'=="z'"p;"'\  i"i:'V':'^='z-"(,''",  -^"2:"ö""'='2:''  <t""\ 

,u  =  1  ^  ,"  =  1  ."  =  1  r    '  u  =  1  ' 

«  =  1  '         .1,  =  1^    '  '    ' 

Löst  man  in  den  drei  letzten  Gleichungen  die  Klammern  auf  uud  zerstört  die  auftreten- 
den Quadrate  mit  Hülfe  der  vier  vorhergehenden  Gleichungen,  so  erhält  man,  nachdem 
man  noch  linke  und  rechte  Seite  durch  2  dividirt  hat,  schliesslich  die  Relationen: 

n  =  1       '  '  ^  =  l       '  '  '^,1  =  1*  '  1,  =  I       '  "^      1,  =  1       '  '  I,  =  1       ' 

die  für  jedes  v,  v  von  1  bis  n  gelten.  Diese  dx"ei  Relationen  zeigen  aber,  dass  in  der 
zuletzt  gewonnenen  ■9--Formel  zunächst  die  beiden  ersten  Exponentialfactoren  auf  der 
linken  Seite  der  Gleichung  sich  gegen  die  beiden  letzten  auf  der  rechten  Seite  vor- 
kommenden einzeln  aufheben,  und  ferner,  dass  der  dritte  Exponentialfactor  auf  der 
linken  Seite,  weil  die  p,  ö  ganze  Zahlen  sind,  den  Werth  1  hat.  Es  fallen  demnach 
aus  der  erwähnten  Formel  alle  Exponentialfactoren  bis  auf  den  einen,  der  auf  der 
rechten  Seite  an  erster  Stelle  steht,  weg,  und  mau  erhält  so  die  gewünschte  allge- 
meinere Formel: 

Prym,  die  RiemauQ'scbe  Tbetaformel.  6 
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(5) 


((>•«'(!' ))...* 


„(n) 


J'y-'cn-r-y 


^(1) 


Denkt  man  sich  in  der  gewonnenen  Formel  an  Stelle  des  Systems  der  2np 
ganzen  Zahlen  q,  6  der  Reihe  nach  die  r''-"i'  Variationen  der  r  Elemente  0,  1, . . .,  r  —  1 
zur  2«j5"'°  Classe  mit  Wiederholung  gesetzt,  so  entstehen  im  Ganzen  3r=>-'^"^'  ver- 
schiedene Gleichungen,  die  addirt  die  Formel: 


0, 1,...,  r— 1 


r,>..|...|„..n      - 


0, 

l,...,r- 

-I 

(('•«'<")) 

...» 

7i(") 

((>■«»)) 

& 

((r«( 

)))... 

» 

((.«<«))] 

0,  l,..„r  — 1    — -    2j       2J 

„W,M_^/W^W^| 


geben.  Nun  besitzt  aber  die  im  allgemeinen  Gliede  der  rechten  Seite  vorkommende, 
in  besondere  Klammern  eingeschlossene  Summe  —  wie  sich  durch  Schlüsse,  die 
den  in  der  vorhergehenden  Arbeit  an  betreifender  Stelle  (pag.  18,  l'J)  gemachten 
ganz  analog  sind,  zeigen  lässt  —  immer  den  Werth  Null,  wenn  auch  nur  eine 
der  2m^5  Grössen  «,  /3  von  Null  verschieden  ist,  dagegen  den  Werth  'S,  wenn 
sämmtliche  Grössen  a,  ß  gleich  Null  sind.  In  Folge  dessen  fallen  in  der  die  rechte 
Seite  der  letzten  Gleichung  bildenden  Summe  alle  Glieder  weg  bis  auf  das  eine,  für 
welches  die  sämmtlichen  2«,jj  Grössen  «,  ß  den  Werth  Null  haben,  und  man  erhält 
so,  indem  man  rechte  und  linke  Seite  der  Gleichung  vertauscht  und  C|°  '^'M  ein- 
facher mit  C  bezeichnet,  die  Formel: 


(6„)         NCd-  ((»•«<')))  ...§■  ((•)•«*('")] 


0,l,...,r— 1 

^  2  ■ 


((,-«'( 


..& 


Unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  das  System  (S)  ein  involutorisches  ist,  kann 
man,  da  die  u  vollständig  unabhängige  Variablen  sind,  in  allen  aufgestellten  Formeln 
die  Grössen  u  mit  den  Grössen  u'  beziehlich  vertauschen.  Führt  man  diese  Vertauschung 
in  der  Gleichung  (6J  aus  und  ersetzt  zugleich  die  Summationsbuchstaben  q,  6  durch 
die  Buchstaben  «,  ß,  entsprechend  auch  die  Grössen  q,  6  durch  Grössen  «,  ß,  welche 
von  den  Grössen  u,  ß  genau  auf  dieselbe  Weise  abhängen,  wie  die  q,  6  von  den  p,  6, 
so  entsteht  die  Gleichung: 


(ß) 


NC&  iru'w))  ...»  ((,•„'(»)))  =      ^     & 


Ü<"" 


I  ;^'" 


■m  ...9- 
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Aendert  man  in  dieser  Gleichung  die  Systeme  (>"«),  (ru)  in  derselben  Weise,  wie  es 
früher  bei  der  Gleichung  (4)  geschehen,  so  kann  man  die  an  genannter  Stelle  weiter 
gemachten  Schlüsse,  die  von  der  Gleichung  (4)  zur  Gleichung  (">)  führten,  wörtlich 
hierher  übertragen  und  gelangt  auf  diese  Weise  zu  der  neuen  Gleichung: 


(7) 


NC» 


ö('') 


!/'(")  1 


=  2 


:?(" 


{(..(')))...  ^ 


'^n 


Durch  die  Gleichung  ((>),  aber  auch  durch  die  Gleichung  (7j,  erscheint  das 
aufgestellte  Problem  der  Bestimmung  der  Constanteu  C['.'.'.\,  wenn  mau  von  der  einen 
noch  unbestimmten  Constante  C  absieht,  in  merkwürdiger  Weise  gelöst,  und  zwar  ent- 
spricht die  Gleichung  (G)  der  Gleichung  (4j,  die  Gleichung  (7)  der  Gleichung  (5),  da 
nach  Früherem  die  Bestimmung  der  Constanten  C[!.;]  nur  auf  eine  Weise  möglieh  ist. 
Der  Werth  der  einen  noch  unbestimmten  Constante  C  kann  leicht  auf  folgende  Weise 
ermittelt  werden.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (6o)  das  ■9--Product,  welches  auf  der 
rechten  §eite  als  allgemeines  Glied  hinter  dem  Summenzeichen  steht,  durch  den  Aus- 
druck, welchen  die  Formel  (7)  dafür  liefert,  so  entsteht  die  Gleichung: 


(8) 


N'C'm 

;•«(" 

2!1 

((r«<i))). 

.» 

7,(1) 

(('■« 

^  fr  (((")] 


10.1       r-i  ^"2' 2    2f(«'"'/"' --/"'„"")] 


Die  bei  dieser  Gleichung  im  allgemeinen  Gliede  der  rechten  Seite  vorkommende,  in 
besondere  Klammern  eingeschlossene  Summe,  die  in  Bezug  auf  jede  der  Grossen  «,  /j 
periodisch  ist  mit  der  Periode  r,  besitzt  immer  den  Werth  Null,  wenn  auch  nur  eine 
der  2np  ganzen  Zahlen  u,  ß  nicht  ein  ganzes  Vielfaches  von  r  ist,  dagegen  den  Werth 
N,  wenn  sämmtliche  Zahlen  «,  ß  ganze  Vielfache  von  r  sind.  Es  fallen  daher  in  der 
die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  bildenden  Summe  alle  Glieder  weg  bis  auf  die- 
jenigen, bei  welchen  für  jedes  ft  von  1  bis  n  und  jedes  v  von  1  bis  })  er"  rr^  0  (mod.  r), 
ß^'  ^?0  (mod.  r)  ist.  Die  Anzahl  dieser  stehenbleibenden  Glieder  beträgt  aber,  wie 
leicht  ersichtlich,  s^p,  wenn  mit  s  die  Anzahl  der  sämmtlichen  nach  dem  Modul  r  iu- 
congruenten  Lösungen  des  Congruenzensystems: 

Ciia;("  +  .  .  .  +  ci„a;<"'  =  0  (mod.  ;•), 
c.ixC)  +  .  .  .  +  Ci,.r(»'  =  0  (mod.  r). 


Cnia; "'  +  .  .  .  +  CnnX'"^  ^  0  (mod.  f), 
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bezeichnet  wird;  auch  kann  ein  jedes  dieser  Glieder  in  die  Form  iVö'fr  (((«)) . . .  «■((;•»<">)) 
gebracht  werden,  indem  man  die  in  ihm  vorkommenden,  wegen  «J"' ^  0  (mod.  r), 
ß^'^  ^  0  (mod.  r)  nur  ganze  Zahlen  als  Elemente  enthaltenden  Characteristiken,  mit 
Rücksieht  auf  die  Formeln  (B)  des  Art.  1.,  sämmtlich  durch  die  Characteristik  [„  '' J 
ersetzt.     Die  Gleichung  (8)  reducirt  sich  dann  auf  die  Gleichung: 

.V^C^ «•((»"«<"))  . .  .  «-((ritW))  =  s^pN&ini<-'>)) . . .  -&((»•«("')), 
woraus  sich  N-C'  =  s-^N  und,  da  N=  r-'"'  ist: 

ergibt.  Was  das  Vorzeichen  in  dem  für  NC  gefundeneu  Ausdrucke  betrifft,  so  kann  man 
auf  Grund  der  Formel  (6),  unter  Wiederholung  der  in  der  vorhergehenden  Arbeit  an  ent- 
sprechender Stelle  (pag.  19,  20)  gemachten  Schlüsse,  zunächst  zeigen,  dass  dasselbe  von  den 
Werthen  der  T)--Modulen  «„„■  unabhängig  ist,  und  weiter  dann,  indem  mau,  ebenso  wie 
dort,  sämmtliche  Variablen  u  sowie  alle  '»■-Modulen  von  der  Form  a„„'  (fi  ^  ji')  gleich 
Null  setzt  und  die  reellen  Theile  der  übrig  bleibenden  -Ö^-Moduleu  «„,„  (ft  =  1,  2, .  . .  ,  p) 
wegen  —  oo  führt,  dass  von  den  beiden  möglichen  Vorzeichen  nur  das  obere  zulässig 
ist.  Setzt  man  den  für  NC  gefundenen  Werth  in  die  Gleichung  (6)  ein,  so  erhält  man 
die  Endformel: 


0,  1,  ....r— 1 

(9)  0-.s)''-^((r«'w))... -&((/»'(")))=     2      ^ 


((r«(i')")  ...  &■ 


-fiin) 


(('•H'"))), 


wobei,  wie  schon   früher   erwähnt,  die  «,   ß   lineare  Ausdrücke    der  «,  ß  sind,    definht 
durch  die  für  v  =  l,  2,  . .. ,  p  geltenden  Gleichungen: 


Die    auf    der    rechten    Seite    der    Gleichung   (9)    als    Summanden   auftretenden 

yinp  O'-Producte  können  in  -^r-  Gruppen  geordnet  werden ,  indem  mau  zu  einer  Gruppe 

jedesmal  diejenigen  -S'-Producte,  immer  s-^'  an  der  Zahl,  zusammeufasst,  für  welche  sich 

-(,")      7,{/.) 
die  Werthe   der  2np  Grössen  -^ ,  -y-  nur  um    ganze  Zahlen    ändern,   wenn   man  von 
einem  dieser  s-^'  #-Producte  zu  einem  anderen  derselben  übergeht.  Man  zeigt  dann  leicht, 
dass  die  a'^^'  in  einer  Gruppe  vorkommenden  -S'-Producte   denselben  Werth  besitzen,  und 
kann  daher  in  obiger  Summe  jede  solche  Gruppe  von  Summanden  durch  das  s-^-fache 

eines  beliebigen  Summanden  ersetzen.     Führt  man    diese  Vereinigung  für  jede  der  -^ 
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Gruppen  aus,  so  geht  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (9)  in  das  s*''-fache  einer  Summe 
von  ~Y  wesentlich  verschiedeneu,  d.  h.  durch  Anwendung  der  Formeln  (B)  des  Art.  1. 
nicht  auf  einander  reducirbaren  ■9^-Producten  über. 


Die  Formel  (9)  kann  als  specieller  Fall  einer  allgemeineren  Formel  angesehen 
werden,  zu  welcher  man  auf  folgende  AVeise  gelaugt. 
Lässt  man  die  Grössen: 


(/•)(<')), .  . .,  {nt"'  \   in  (  >•!('"  + 


IL"" 


•«*»»  + 


i(«)\ 


beziehlich  übergehen,  unter  y,  d  ganze  Zahlen  verstanden,  so  geht  dadurch: 

c„>.(l)+...  +  ci„yl") 

(>-h'(1')  über  in   1  »•(«'<"  + 


(/•«''"))  über  in   1  r«''"'  -|- 


'-«1  I       ^         ^  ^-flni 


Aendert  man  nun  in  der  Formel  (7)  die  Argumente  {rn),  (>'«')  in  dieser  Weise,  so 
kann  man,  mit  Hülfe  der  Formel  (A)  des  Art.  1.,  die  Zunahmen,  welche  die  Argu- 
mente (rn),  (>■«')  erfahren  haben,  durch  entsprechende  Aenderungen  der  Charakteristiken, 
unter  Hinzufügung  von  Exponeutialgrössen,  wieder  wegschaffen.  Stellt  man  dann  weiter 
noch  die  Bedingung,  dass  die  dadurch  auf  der  linken  Seite  entstehenden  Charakteri- 
stiken denselben  Typus  besitzen,  wie  die  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden,  d.  h. 
dass  ihre  sämmtlichen  Elemente  sich  in  die  Form  von  Brüchen  mit  dem  gemeinsamen 
Nenner  r  bringen  lassen,  so  müssen  die  oben  angeschriebenen,  mit  dem  Nenner  r* 
versehenen  Brüche,  welche  die  Aenderungen  der  Systeme  (>'«')  darstellen,  sich  auf 
solche  mit  dem  Nenner  r  reduciren  lassen,  ihre  Zähler  also  sämmtlich  durch  r  ohne 
Rest  theilbar  sein,  oder,  was  dasselbe,  es  muss  jedes  der  p,  den  Werthen  i'  =  1, 
2,  .  .  .,  2^  entsprechenden  Systeme  y*",  y\'\  .  .  .,  y" ,  und  ebenso  jedes  der  p  Systeme 
dj  ,  Ö^  ,  ■  ■  -,  d,"  eine  Lösung  des  schon  im  vorigen  Artikel  aufgestellten  Congruenzen- 
systems: 
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fnO-'t»  H (-  Ci„a;^"'  =  0  (mod.  r) , 

Coi-t'"  H f-  Cä«a;'"'  i^  0  (mod.  rj , 

Cnlic'''  +  •  •  •  +  CnniC*"'  ^  0   (mod.   f)  , 

sein. 

Erfüllen  die  ganzen  Zahlen  y,  ö  diese  Bedingungen,    und   setzt  man  dann  für 
v  =  l,2,...,p: 


c.i}'r'  +  ---  +  o,„yr'  =  »y; 


,„,dW  +  ...  +  c„^5|; 


rd'<^ 


so  sind  die  dadurch  eingeführten  neuen  Grössen  /,  Ö'  ebenfalls  ganze  Zahlen.  Da 
weiter  die  Gleichungen,  welche  dieselben  definiren,  ein  involutorisches  System  bilden, 
so  können  in  denselben  die  y,  ß  mit  den  y,  d'  beziehlich  vertauscht  werden.  Es  zeigt 
sich  dann,  dass  die  Grössen  /,  d'  gleichfalls  Lösungen  des  oben  aufgestellten  Con- 
gruenzensystems  sind,  und  es  können  daher  in  der  ganzen  Untersuchung,  speciell  also 
auch  in  der  abzuleitenden  Endformel  (10),  die  y,  S  mit  den  y',  d'  vertauscht  werden. 
Unter  Einführung  der  Grössen  y',  d'  entspricht  jetzt  dem  Uebergange  von: 


(»•«((!'),  •■•,  ('•"'"')  in      '•«'"  + 


der  Uebergang  von: 


(»•t«'<i)),..., (»•«'("))  in     >-2t'(i»  + 


,•„.(«)  -j- 


,  ...,      ;■«'(")  + 


<i'(i) 


und  mau  erhält,  wenn  mau  in  der  Gleichung  (7)  die  Argumente  (ru),  (ru)  in  dieser 
Weise  ändert,  dann  linke  wie  rechte  Seite  mit  Hülfe  der  Formel  (Ä)  des  Art.  1.  trans- 
formirt  und  die  dabei  auftretenden  Exponentialgrössen  in  ähnlicher  Weise  vereinigt, 
wie  es  früher  bei  Herstellung  der  Formel  (5)  geschehen,  auch  noch  an  Stelle  von  NC 
den  dafür  gefundeneu  Werth  (r"s)''  setzt,  schliesslich  die  gewünschte  allgemeinere  Theta- 
formel  in  der  Gestalt: 


(10)  (fsy  «■ 

7,m  +  c)'(i) 

0,  1 r— 1 

=        2         * 

L 

/(')))... 'S- 


r 


lr„>n  e 


U     Z  -n 


fi  =  nv=p 


-(.")     .{.") 


f,=nr=p 
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Diese  Foruiel  umfasst,  wie  unmittelbar  klar,  die  Formeln  (ß)  und  (7)  als  specielle 
Fälle;  auch  erkennt  man  leicht,  dass  dieselbe  nichts  von  ihrer  Allgemeinheit  verliert, 
wenn  man  siimmtliche  Grössen  p,  ff  der  Null  gleich  setzt  oder  bei  beliebig  gelassenen 
Werthen  der  q,  ß  für  die  Grössen  y,  d  nur  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  l,...,r — 1  zulässt. 

Um  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  gewonnenen  Formeln  zu  geben,  soll 
im  Folgenden  aus  der  Gleichung  (9j   die  Iliemann' sehe  Thetaformel  abgeleitet  werden. 

Zu  dem  Ende  gehe  man  von  dem,  den  aufgestellten  Bedingungen  genügenden, 
Gleichuugensysteme : 

a;(i)  _|_  a;(2)  _  a;(3)  _  ^(4)  =  2x'f-), 

^(i)  _  a;(2)  _[_  a;(3)  _  ^w  =  2x'^^^ , 

a;(i)  _  a;(-')  —  x^^)  +  a;!*'  =  2x''-", 

aus,  für  welches  «  ==  4,  ;•  =  2  ist.  Die  Grössen  u  sind  dann  mit  den  Grössen  u' 
verknüpft  durch  die  für  a/  =  1,  2,  . . .  ,^;  geltenden  Gleichungen: 


„,<')  +  „;ä)  +  „(3)  +  „w  =  2«'i:' 

„(')  +  „(^)  _  ««)  _  uf  =  2«'f> 


„'<!)  _  ,,'(ä) + „'(3)  _  „'W  _  2«:^' , 


Das  hierher  gehörige  Congruenzensj-stem  hat  die  Form: 

xW  +  a;(«)  +  a;(')  +  a;<^'  =  0  (mod.  2), 
a;(i)  _|-  a;(2)  _  a;(3)  _  ^(1)  =  0  (mod.  2), 
a;(i)  _  x^i)  _{.  a;(3)  _  a;(4)  :r^  0  (mod.  2), 
xW  _  a;(ü)  —  a;(ä'  +  a;W  =  0  (mod.  2), 
und  besitzt  die  acht  nach  dem  Modul  2  incongruenten  Lösungen: 

(a;(«,  a;(«' ,  a;W,  a:«-'))  =  (0,  0,  0,  0),  (0,  0,  1,  1),  (0,  1,  0,  1),  (0,  1,  1,  0), 

(1,0,0,1),  (1,0,1,0),  (1,1,0,0),  (1,1,1,1), 
so  dass  also  s  =  8  ist. 

Die  Grössen  «,  ß  endlich  sind  in  diesem  Falle  mit  den,  nur  die  Werthe  0,  1  an- 
nehmenden, Grössen  cc,  ß  durch  die  Gleichungen: 


«-!'  +  cP  +  «(3)  +  «w  _  „^  , 
„;•)  _  „(;'  +  „:"  -  «';>  =  «<;> , 

(1)  (ä)  (3)      1         (4)  -(4) 

für  r  ^  1,  2,  . .  .,  2»,  verknüpft. 


}!>'  _  ^'«  _|_  ^;ä'  _  ßf  =  ^^») , 
};>'  _  ^(»'  _  ^'»^  +  ^<;>  =  ^t/' , 
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Bildet  man  jetzt  aus  der  Gleichung  (9),  indem  man  darin  «  =  4,  r  =  2,  s  =  8 
setzt  die  dem  vorliegenden  Falle  entsprechende  specielle  Formel  und  lässt  mit  Rück- 
sicht auf  die  darin  vorkommende  Summation  an  Stelle  des  Systems  der  vier  Grössen 
«!'\  «f\  «r''  «l*''  o^*^"^  ^°  ^^^^^^  ^^'  Systems  der  vier  Grössen  ß[^',  ß['\  ßf,  ß^'\  der 
Reihe  nach  die  sechzehn  möglichen  Variationen  der  Elemente  0,  1  zur  vierten  Classe 
mit  Wiederholung  treten,  so  treten,  vrie  ein  Blick  auf  die  letzten  Gleichungen  zeigt, 
an  Stelle  des  Systems  der  vier  Grössen  a-^\  «f,  «f,.«!,*',  heziehlich  ß\^\  ß^^\  ß^^\  ß'^\ 
der  Reihe  nach  sechzehn  Systeme  von  je  vier  entweder  gleichzeitig  geraden  oder  gleich- 
zeitig ungeraden  Zahlen.  Durch  directe  Betrachtung  dieser  sechzehn  Systeme  findet 
man  dann  weiter,  dass  ein  jedes  derselben,  sobald  man  es  an  Stelle  des  Systems 
«"',  «f,  «f,  «l".  o<ier  an  Stelle  des  Systems  ß^^\  ^f ,  ß[^\  ß^^\  in  die  Charakteristiken 
des  Ö'-Productes,  welches  auf  der  rechten  Seite  der  aus  (9)  durch  Specialisirung  ge- 
wonnenen Formel  steht,  einführt,  mit  Hülfe  der  Formeln  (JB)  des  Art.  1.,  immer,  und 
zwar  ohne  dass  das  -O'-Product  einen  Factor  ausscheidet,  entweder  auf  das  System 
0,  0,  0,  0  oder  auf  das  System  1,  1,  1,  1  reducirt  werden  kann,  auch  dass  ein  jedes 
dieser  beiden  Systeme  durch  die  Reduction  der  ursprünglichen  sechzehn  gleich  oft, 
nämlich  achtmal,  erzeugt  wird.  Man  kann  daher  in  der  erwähnten  Formel,  für  jedes 
V  von   1  bis  p: 

«*».  «'-'.  ?'\  «<*'       durch 


£,.   ,         £y 


s,  , 


a'y  über  die  Werthe  0  und  1  summiren, 


ß'!\  i^'\  ~ßT>  ~t    '^»r'^ii 

ersetzen  und  in  Bezug  auf  jede  der  Grössen  £,, 
muss  dann  aber  für  jede  solche  Ersetzung  von  vier  Grössen  a  oder  ß  durch  ein  £ 
oder  ein  e  beziehlich  den  Factor  8,  im  Ganzen  also  den  Factor  8^^  hinzufügen. 
Dividirt  man  dann  noch  linke  und  rechte  Seite  der  entstandenen  Gleichung  durch  8-'', 
so  erhält  man  schliesslich  die  Formel: 


2'' «-((2 «;(!>))  ^((2 «'(2)))  ^((2m''3)))  ^((2?('W)) 


■2- 


"] 


(f2 «(("))  .& 


mim  » 


\2tim» 


((2«(^))) , 


die  abgesehen  von  der  Bezeichnung  der  Variablen  mit  der  Riemann' sehen  Thetaformel 
identisch  ist,  da  nach  der  für  diese  zweite  Arbeit  gewählten  Bezeichnung  die  hier  auf- 
tretenden Charakteristiken  in  Verbindung  mit  dem  Zeichen  -Q-  genau  dasselbe  bedeuten, 
wie  die  in  der  ersten  Arbeit  ausschliesslich  angewandten  Riemami'schen,  die  aus 
ihnen  durch  Unterdrückung  der  Nennerzahl  2  bei  jedem  Charakteristikenelemente 
entstehen. 

Ebenso  leicht  kann  man  aus  der  Formel  (10)  die  allgemeinste  dem  behan- 
delten speciellen  Falle  entsprechende  Formel  erhalten  und  von  ihr  zeigen,  dass  sie  bei 
passender  Wahl  der  Bezeichnung  mit  der  Formel  (12')  der  vorhergehenden  Arbeit 
identisch  ist. 


III. 


Beweis  einiger  Cliarakteristilvensätze. 


Pryu,  ilie  Riemtnn'icho  Th«t>formeI. 


Die  2-''  Zahlencomplexe,  welche  aus  dem  Symbole: 

[■:■:-] 

hervorgehen,  wenu  mau  darin  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Buchstaben  si,  €^,  .  .  .,  Sp, 
s'i,  e'o,  .  .  .,  £,,  der  Reihe  nach  die  2-''  Variationen  der  Elemente  0,  1  zur  2j)**°  Klasse  mit 
Wiederholung  treten  lässt,  sollen  die  zur  Zahl  ^j  gehörigen  Charakteristiken  ge- 
nannt werden.  Als  allgemeines  Zeichen  für  eine  derselben  kann  das  obige  Symbol 
dienen,  welches,  wenn  dadurch  kein  Missverständniss  zu  befürchten,  abgekürzt  mit  \'/\ 
oder  noch  einfacher  mit  [«]  bezeichnet  werden  soll;  weitere  der  2-p  Charakteristiken 
können  dann  durch  Zeichen  fixirt  werden,  die  aus  dem  obigen  dadurch  entstehen,  dass 
man  an  Stelle  von  a  irgend  welche  andere  Buchstaben  des  griechischen  Alphabets 
treten  lässt.  Unter  der  Summe  oder  Differenz  [5]  +  [»?]  zweier  Charakteristiken 
[g]  und  \ri]  soll  diejenige  Charakteristik  [e]  =  [£]  +  [?jj  =  [§]  —  \ri\  verstanden  werden, 
bei  welcher  die  Elemente  Ey ,  s',. ,  für  v  =  1 ,  2,  ...,  p,  durch  die  Congruenzen 
£.•  =^  tv  -\-  riy,  £,.  —  ?',.  -j-  r]v  (mod.  2)  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  die 
Congruenzen  £,  ?.  —  y]v,  £>■  ^^  S»-  —  ^'v  (mod.  2)  bestimmt  sind.  Umgekehrt  soll  von 
einer  Charakteristik  [«]  gesagt  werden,  dass  sie  in  die  Charakteristiken  [l]  und 
[>;]  zerlegbar  sei,  wenn  zwischen  den  drei  Charakteristiken  die  Gleichung 
[f]  =  m  +  ['?]  besteht. 

Bezeichnet  mau  mit  L.'  j,'  i''~^\  >  abgekürzt  mit  \y\  oder  noch  einfacher  mit 
[8\,  irgend  eine  zur  Zahl  p  —  1  gehörige  Charakteristik  und  verschafl't  derselben  durch 
Anhängen  von  ^,  ^,  ^,  ^  jedesmal  eine  p'°  Vertikalreihe,  so  entstehen  zunächst  die  vier 
verschiedenen  zur  Zahl  p  gehörigen  Charakteristiken: 

'•[:■]=[::].  "■[:]-[:;]./"•[:]=[::].  'v. [•]=[:;]. 

Setzt  man  dann  in  diesen  Gleichungen  für  j.  der  Reihe  nach  alle  2-''~-  zur  Zahl  p  —  1 
gehörigen  Charakteristikeu,  so  erhält  mau  die  sämmtlicheu  zur  Zahl  p  gehörigen  Charakte- 
ristiken, die  dadurch  zugleich  in  vier,  den  vier  augeschriebeuen  Typen  entsprechende 
Gruppen  eiugetheilt  erscheinen,  von  denen  jede  2-'^-  Charakteristiken  mit  gemeinsamer 
p^'  Verticalreihe  enthält. 

Eine  Charakteristik  [t\  soll  gerade  oder  ungerade  genannt  werden,  je  nachdem: 

S  £,.£ V  =  0  (mod.  2)  oder  "e  Sye'y  ^  1  (mod.  2) 
1=1  1=1 

ist.    Bezeichnet  man  dann  mit  %p  und  Uy>  die  Anzahl  der  geraden  und  ungeraden  unter 


-  u,,  = 

^  2(9,-, 

1 

%-i) , 

_  2 

,  ..,  2, 

,   1 

und    unter 

Berück- 

%P- 

=  2^-' 

{2" 

+  1)> 

Up 

=  2''-'' 

(Ol' 

-1), 
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den  2^''  zur  Zahl  p  gehörigen  Charakteristiken,  entsprechend  mit  g;,_i  und  Up_i  die 
Anzahl  der  geraden  und  ungeraden  unter  den  2^^--  zur  Zahl  j9  —  1  gehörigen  Charakte- 
ristikeu,  und  berücksichtigt,  dass  jede  Charakteristik  [s]  vom  Typus  I,  II,  III  gerade 
oder  ungerade  ist,  je  nachdem  die  Charakteristik  [d],  aus  der  sie  entstanden,  gerade  oder 
ungerade,  dass  dagegen  jede  Charakteristik  [e]  vom  Typus  IV  bei  ungerader  Charakte- 
ristik [ö]  gerade,  bei  gerader  Charakteristik  [d]  ungerade  ist,  so  erkennt  man  sofort, 
dass  von  den  vier  Gruppen,  in  welche  die  zur  Zahl  ^)  gehörigen  Charakteristiken  ein- 
getheilt  wurden,  die  drei  ersten  aus  je  g,_i  geraden  und  je  u^_i  ungeraden  Charakte- 
ristiken bestehen,  während  die  vierte  Gruppe  U^,_i  gerade  und  g^-i  ungerade  Charakte- 
ristiken enthält.     Man  hat  daher  die  Beziehungen: 

c\,,  =  o^p^i  +  Up_i ,  9;,  -f  üj,  =  4(g;,_i  +  Wp-i) , 

U;,  =  3iv,_i  +  gp_i,  Qp 

aus    denen  durch  Uebergang  von  p  zu  2'  —  1  j  IJ 
sichtigung  von  gj  =  3 ,  Uj  ==  1    die  Gleichungen: 

g„  +  u,,  =  4''-'fgi  +  u,)  =  4/', 

g„  -  ii„  =  2^'-i(9i  -  uO  =  2P , 

folgen.     Mau  haf  so  den 

Satz  I.  Von  den  2-p  zur  Zalil  ]y  gehörigen  Cliaraläeristilien  sind  Qp  =  2''~'(2^  -|-  1) 
gerade ,  i\p  =  2''~'^  (2''  —  1 )  ungerade. 

Eine  beliebige  zur  Zahl  p  gehörige  Charakteristik  [e]  (die  Charakteristik 
[0]^[^";;UJ  ausgeschlossen)  lässt  sich  auf  2-'^^  Weisen  in  zwei,  immer  verschiedene, 
Charakteristiken  zerlegen.  Man  kann  nämlich  in  der  Gleichung  [e]  =  [g]  +  [r]]  bei  ge- 
gebener Charakteristik  [f]  immer  noch  [g]  ganz  nach  Belieben  annehmen;  dann  erst  ist 
der  zweite  Summand  [iß,  durch  die  Gleichung  [rj]  =  [«]  —  [t] ,  und  damit  auch  die  Zer- 
legung selbst  bestimmt.  Setzt  man  nun  für  [g]  der  Reihe  nach  die  sämmtlichen  2-^  zur 
Zahl  p  gehörigen  Charakteristiken,  so  erhält  man  2-^'  Zerlegungen  der  Charakteristik  [s], 
unter  denen  aber,  da  zu  einer  Zerlegung  [s]  =  [a\  -\-  \ß\  immer  auch  die  damit  identische 
[f]  =  [|3]  -|-  [«]  sich  findet,  jede  mögliche  Zerlegung  zweimal  vorkommt,  so  dass  im 
Ganzen  nur  2^^'~^  verschiedene  Zerlegungen  von  [f]  existiren.     Man  hat  somit  den 

Satz  II.  Jede  zur  Zahl  p  gehörige,  von  [0]  verschiedene  Charakteristik  lässt  sich 
auf  2'^'~*   Weisen  in  zicci,  immer  verschiedene,  Charakteristiken  zerlegen. 

Was  die  bei  der  vorhergehenden  Betrachtung  ausgeschlossene  Charakteristik 
[0]  betrifft,  so  lässt  sich  dieselbe,  entsprechend  der  Gleichung  [0]  =  [g]  -f-  [g] ,  auf 
2^i>  Weisen  in  zwei,  immer  gleiche,  Charakteristiken  zerlegen. 

Die  sämmtlichen  2^-''"'  Zerlegungen,  [i]  =  [g]  -|-  |>;],  einer  gegebenen,  von  [0]  ver- 
schiedenen Charakteristik  [i]  kann  man  nun,  wie  folgt,  in  drei  Arten  eintheilen.  Zur 
ersten  Art  rechne  man  alle  diejenigen  Zerlegungen,  bei  denen  [t]  und  [r]\  beide  gerade 
sind,  ihre  Anzahl  sei  Jpj  zur  zweiten  Art  alle  diejenigen,  bei  denen  [gJ  und  [r;]  beide 
ungerade  sind,  ihre  Anzahl  betrage  t)p;  zur  dritten  Art  endlich  diejenigen,  bei  denen 
von  den  beiden  Charakteristiken  [£] ,  [rj]  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade  ist,  ihre 
Anzahl  sei  jp.     Die  Zahlen  j.";,,  t)p,  Jp  sollen  jetzt  bestimmt  werden;  es  wird  sich  dabei 
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zeigen,  dass  dieselben  von  der  besonderen  Charakteristik  [s],  auf  die  sie  sich  beziehen, 
unabhängig  sind,  also  nur  von  der  Zahl  p  abhängen. 

Setzt  man  in  der  <!leichung  ff]  =  [fj  +  [rj]  bei  gegebener  Charakteristik  |f] 
für  f^l  der  Reihe  nach  die  g^,  geraden  Charakteristiken  und  bestimmt  jedesmal  [7;]  aus 
der  Gleichung  [t]]  =  [t]  —  [5],  so  erhält  man  von  den  Zerlegungen  der  Charakteristik  [e] 
jede  Zerlegung  der  ersten  Art  zweimal,  jede  Zerlegung  der  dritten  Art  einmal;  setzt 
man  dagegen  für  [?]  der  Reihe  nach  die  u^  ungeraden  Charakteristiken,  so  erhält  man 
auf  dieselbe  Weise  jede  Zerlegung  der  zweiten  Art  zweimal,  jede  Zerlegung  der  dritten 
Art  einmal.    Hieraus  ergeben  sich  die  Beziehungen: 

(1)     97<  =  2iv  +  ä;.,  (2)    U;,  =  2t)^  +  ä;,. 

Man  bilde  nun  aus  den  Elementen  der  beiden  Charakteristiken  [J],  [t]\,  die 
einer  beliebigen  Zerlegung  [s]  =  [g]  +  [ij]  der  gegebenen  Charakteristik  \a]  entsprechen, 
den  Ausdruck: 

f-iV        .(-1)' 

und  bezeichne  denselben,  insofern  als,  bei  gegebener  Charakteristik  [f],  \r}\  mit  [5J 
zugleich  bestimmt  ist,  mit  /[^J.  Es  besitzt  dann  f[^]  den  Werth  -(-  1 ,  wenn  die  betrachtete 
Zerlegung  von  der  ersten  oder  zweiten  Art,  dagegen  den  Werth  —  1 ,  wenn  dieselbe 
von  der  dritten  Art  ist.  Lässt  man  jetzt  an  Stelle  von  [t]  der  Reihe  nach  die  sänimt- 
lichen  2-p  Charakteristiken  treten  und  bildet  die  Summe  S  der  entsprechenden  Werthe 
+  1  von  f[t],  so  ergibt   sich: 

da  jede  mögliche  Zerlegung  der  Charakteristik  [s]  zweimal  auftritt,  wenn  [^]  in  der 
Gleichung  [e]  =  [^]  +  [rj]  der  Reihe  nach  alle  2-''  Charakteristiken  durchläuft.  Be- 
rücksichtigt man  aber,  dass  der  mit/'[J;]  bezeichnete  Ausdruck,  weil  [>;]  =  [s]  —  [SJ  =  [f]  +  [5] 
ist,  auch  in  die  Form: 

p  p  p  p 

gebracht  werden  kann,  und  dass,  wie  in  der  ersten  Arbeit  (pag.  18,  10)  gezeigt  wurde: 


I< 


,(-1)'  =0 

ist,  wenn  [e],  wie  es  hier  der  Fall,  eine  feste,  von  [Oj  verschiedene  Charakteristik  be- 
zeichnet, und  [5]  bei  der  Summatiou  sämmtliche  2-''  Charakteristiken  durchläuft,  so 
erhält  man  für  s  die  weitere  Gleichung: 

Z>,'\  Z>,,  :•,+  .■,.:,.) 

i;\       ■  r-\ 

Setzt  man  jetzt  die  beiden  für  s  gefundenen  Werthe  einander  gleich,  so  entsteht  die 
Relation : 

(3)      0  =  ip  +  ^p-  hp- 
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Durch  Combination  der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  ergibt  sich  aber: 

Hp  +  fi'  =  9/^  =  -^9^-1  +  ";'-t  ,  1    =  r    4-  h 

3^,.  +  E,  =  u,  =  3u,_,  +  g,_, ,  ^''       i"  ^  ""  • 

und  daher  endlich: 

t),  =  ü,.-,  =  2P-^i2"-^-l),  ^"       9p-i +  ";-'--        • 

Diesen  Resultaten  entspricht  der 

Satz  III.     Jede  zur  Zahl  p  gehörige,  von  [0]  verschiedene  Charakteristik  lässt  sich 
auf  gy_i  =  2^--(2''~'  +  1)   Weisen  in  zwei  gerade,  auf  Up—i  ==  2*— ^(2^-^  —  1)  Weisen 
in  sivei  ungerade,  endlich  auf  ^p—i  -\-  %_i  =  2^^~^   Weisen  in  eine  gerade  und  eine  un- 
gerade CharaMeristik  zerlegen. 
Dieselben  Resultate  lassen  sich  auch  wiedergeben  durch  den 

Satz  lY.  Äddirt  man  zu  den  sämmtlichen  2'^''  zur  Zahl  p  gehörigen  Charakteri- 
stiken eine  beliebige  derselben,  die  CharaMeristik  [0]  ausgeschlossen,  so  gehen  dadurch  von 
den  2^^1(2^'  +1)  geraden  Charakteristiketi  2^~'(2''^i  +  1)  wieder  in  gerade,  die  übrigen 
22ju— 2  i^  ungerade  über,  tvährend  andererseits  von  den  2''~i(2^  —  1)  ungeraden  Charakteri- 
stiken 2p~'(2^~'  —  1)  tcieder  in  ungerade,  die  übrigen  2-^~^,in  gerade  übergehen. 


IV. 


Verallgemeinerung 
der  Riemann'sclien  Charakteristikentheorie. 


1. 

Gegeben  sei  eiue  zweiblättrige,  im  Unendlichen  geschlossene  Rieniann'sche 
Flüche  T  mit  den  2^5  +  2  Verzweigungspunkten  «,,  «..,  .,.,«„.  Diese,  die  Ver- 
zweigung der  Function: 


darstellende,  2^j  +  1-fach  zusammenhangende  Fläche  zerlege  man  auf  irgend  eine 
Weise  durch  p  Querschnittpaare  «,,  &i;  O2,  igj  •  •  •»  "p>  ^i>  ^^^  P  —  1  Hülfslinien 
c,,  Co,  . . .,  Cp—i,  von  denen  allgemein  die  Linie  c,.  einen  Punkt  der  Linie  6,  mit  einem 
Punkte  der  Linie  «,  +  i  verbindet,  in  eiue  einfach  zusammenhangende  Fläche  T'. 

Man  bilde  ferner  aus  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  ein  allenthalben  endliches 
Integral  u,  von  der  Form: 


«=Ä 


+  c,^  +■••+  c^_,^--')dz 


■  )  {Z  —  a.^)  ■  ■  ■  {Z  —  "27, +  2) 


indem  man  die  in  ihm  enthaltenen  willkürlichen  Constanten  c  jedesmal  passend  be- 
stimmt und  den  Integrationsweg  auf  die  Fläche  T  beschränkt,  dieser  Beschränkung 
auch  durch  eine  besondere  Form  des  Integralzeichens  Ausdruck  verleiht,  der  Reihe 
nach    die  p  Ricmann'schen  Normalintegrale: 

«1  =  fh^t'i     ,     >'■>  =  jhf»i     ,     ■     ■     ■     •     ,     ><p==  ji(^»p> 

welche  dadurch  charakterisirt  sind,  dass  allgemein  der  Periodicitätsmodul  von  u,  am  Quer- 
schnitte «,.  den  Werth  7ii  besitzt,  die  Periodicitätsmodulen  von  »,.  an  allen  übrigen  Quer- 
schnitten a  den  W^erth  0  haben.  In  Folge  dieser  Bedingungen  sind  auch  die  Periodicitäts- 
modulen der  Functionen  «  an  den  ^J  Querschnitten  b  vollständig  bestimmt,  und  es  bestaht, 
wenn  allgemein  der  Periodicitätsmodul  von  rtj,  am  Querschnitte  ha  mit  a„a  bezeichnet 
wird,  für  jedes  jt  und  v  von  1  bis  p  die  Relation  a,,,.  =  a,,,. 

Wie  bekannt,  lassen  sich  im  vorliegenden  Falle  die  Periodicitätsmodulen  eines 
allenthalben  endlichen  Integrales  u  mit  Hülfe  von  Coefficienten,  die  ausschliesslich 
gerade  Zahlen  sind,  linear  ausdrücken  durch  die  2p  +  1  bestimmten  Integrale,  welche 
man  erhält,  wenn  man  das  Integral  f<lu  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden 
Verzweigungspunkten  erstreckt.  Entsprechend  drückt  sich  der  Werth  des  zwischen 
irgend  zwei  Verzweigungspunkten  erstreckten  Integrales /</«  mit  Hülfe  von  ganzzahligen 
Coefficienten  linear  durch  die  Halben  seiner  Periodicitätsmodulen  aus. 

rRVMf  dio  Riemaun'sche  Thptaformel.  8 
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Führt  man  daher  in  das  System  u^]  u.^\  .  .  .\  u^,  der  ^j  Normalintegrale,  welches 

in  der  Folge  zur  Abkürzung  mit  /(du)   bezeichnet  werden  soll,  an  Stelle  der  unteren 

Grenze  Zq,  Sg  irgend  einen  Verzweigungspunkt,  z.  B.  «a;,+2'  ^"^  ^^^  ^^^^^  ^^  ^^^™  ^^ 
bestimmten  Integralsysteme  an  Stelle  von  s,  s  der  Reihe  nach  die  2p  -{■  2  Verzweigungs- 
punkte «1,  «2;  •  •  •)  ^'i  ,  +  i  treten,  so  geht  dasselbe  jedesmal  in  ein  System  correspondiren- 
der  Halber  seiner  Periodicitätsmodulen  über,  wenn  man  unter  letzterem  ein  System  von 
der  Form: 

''=??,,  ,      9\       .\"=''  9„  .      g't       .1  |"=^5„  ,     9], 

^  -L-  «!/'  +  -«-  ^A,^  ^2  "^'.''  +   i  ^^\   •  ■  ■  •      -^  - 9  «;■"  +  -i-^^ 

versteht,  wobei  die  g,  (j  irgend  welche  ganze  Zahlen  bedeuten.  Bezeichnet  man  das 
ano-eschriebeue  System  correspondirender  Halber  der  Periodicitätsmodulen  symbolisch 
durch  den  Complex: 

'9^  9.,...  9p 

9\  9'i 

der  dasselbe  bestimmenden  ganzen  Zahlen  ff,  g ,  so  lassen  sich  entsprechend  die  22)  +  - 
Systeme  correspondirender  Halber  der  Periodicitätsmodulen,  in  welche  ein  Integralsystem 

J{du),  dessen  untere  Grenze  ^o?  *o  ^^^  Verzweigungspunkt  ist,  übergeht,  wenn  man  für 

»0,  «0 

z,  s  der  Reihe  nach  die  2jj  -|-  2  Verzweigungspunkte  einführt,  durch  solche  Zahlen- 
complexe  fixiren.     In  diesem  Sinne  mögen  den  2p  +  2  Integralsystemen: 

«27.  +  2 


ßdu),  ßdi,),  .    .    .    .   ,  ßdn),  ßdu) 

"ip  +  2  "2p  +  2  "2p  +  2  «2p  +  2 

beziehlich  die  2p  +  2  Zahlencomplexe:  » 

/9i.i  ...9p.i\  /9i,^..  .9;,r>\  /'9i->p  +  i...9p,2p+i\         /o  .  .  .  o\ 

\9\.i  .  .  .  9]..iJ  '       \9\.,  .  .  .  9'i.rJ  '      ■     ■     ■     ■    ''   \9\,-,p  +  i...9p,'.p  +  iJ'      \o  .  .  .  oj 

entsprechen. 

Aus  jedem  der  erhaltenen  Zahlencomplexe  denke  man  sich  nun  einen  neuen 
dadurch  abgeleitet,  dass  man  die  2p  in  ihm  vorkommenden  Zahlen  durch  ihre  kleinsten 
positiven  Reste  nach  dem  Modul  2  ersetzt.  Die  dadurch  entstehenden  speciellen  Zahlen- 
complexe, welche  also  nur  die  Zahlen  0,  1   enthalten,  mögen  durch: 

Lv'i., ...  y;,,J'    ly'i.-s  ■  ■ .  y'p.J'    '  '   '      '    Li''i,2;.  +  i  • ..  v;,,;,  +  ,J'     Lo  . . .  oJ 

bezeichnet  werden.     Zahlencomplexe  von  dieser  Art  sollen  Charakteristiken  genannt 
werden.     Man  erhält  sämmtliche  Charakteristiken,  2*''  an  der  Zahl,  wenn  man  in  dem 

Symbole  [^'.'^  "  '  '{■  ]  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Buchstaben  s^, .  . .,  (p,  i[, . .  .,  t],  der  Reihe 

nach  die  2^''  Variationen  der  Elemente  0,  1  zur  2^)'"°  Classe  mit  Wiederholung  treten  lässt. 
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Das  soeben  gewonnene  System  von  2p  -\-  2  Charakteristiken  ist  voUständij^ 
bestimmt,  sobald  die  Fläche  T'  oder,  was  dasselbe,  die  zur  Fläche  T'  führende  Zer- 
legung der  Fläche  T  gegeben  ist,  und  kann  sich,  so  lange  der  Verzweiguugspunkt 
«j  ,  j  als  untere  Grenze  beibehalten  wird,  nur  ändern,  wenn  man  von  einer  Zerlegung 
der  Fläche  T  zu  einer  andern  übergeht.  In  diesem  Sinne  kann  das  obige  System 
von  2jj  +  2  Charakteristiken  als  das  der  gewählten  Zerlegung  entsprechende  bezeichnet 
werden;  zugleich  aber  kann  dasselbe,  da  für  diese  Zerlegung  keine  besonderen  Voraus- 
setzungen gemacht  wurden,  als  der  allgemeine  Repräsentant  solcher  Systeme  betrachtet 
werden.  Seine  merkwürdigen  Eigenschaften  zu  untersuchen,  ist  die  Aufgabe  der 
folgenden  Artikel. 


Für  das  Folgende  empfiehlt  es  sich,  einige  allgemein  im  Gebrauche  stehende, 
auf  Charakteristiken  bezügliche  Definitionen  vorauszuschicken.  Zu  dem  Ende  möge 
eine  beliebige  Charakteristik  abgekürzt  durch  [e\  bezeichnet  werden,  und  weiter  sollen 
verschiedene  Charakteristiken  in  der  Weise  fixirt  werden,  dass  man  entweder  ver- 
schiedene Buchstaben  oder  denselben  Buchstaben  mit  verschiedenen  Indices  an  Stelle 
von  s  in  die  Charakteristikenklammer  setzt. 

Eine  Charakteristik  \e]  soll  gerade  oder- ungerade  genannt  werden,  je  nachdem 

S  £,£,  ^  0  (mod.  2)  oder  E  EyBy  li:^  1  (mod.  2)  ist.  Unter  der  feumme,  [gj  +  [>j],  zweier 
\  1 

Charakteristiken  [?]  und  \ri\  soll  diejenige  Charakteristik  [eJ  =  [?]  +  [n]  verstanden 
werden,  deren  Elemente  £,,  f'.  für  v  =\,2,  . .  .,  p  durch  die  Congruenzen  Sy^t,v+  1*, 
£,  —z  t,'y  +  t]'y  (mod.  2)  bestimmt  sind.  Bezeichnen  endlich  [fj,  [s.,], . .  .,  [e,,,]  '»  von  [0]  ver- 
schiedene Charakteristiken,  und  ist  die  Summe  irgend  einer  Anzahl  derselben  oder  auch 
aller  der  Charakteristik  |01  gleich,  so  soll  gesagt  werden,  es  bestehe  zwischen  den  Cha- 
rakteristiken [s\  eine  lineare  Relation.  Ist  dagegen  keine  der  Summen,  die  man 
aus  den  Charakteristiken  [s]  als  Summanden  bilden  kann,  der  Charakteristik  [0]  gleich, 
so  sollen  die  m  Charakteristiken  linearunabhängig  genannt  werden. 

Man  gehe  jetzt  auf  die  2p  +  2  im  vorigen  Artikel  aufgestellten,  einer  beliebigen 
Zerlegung  der  Fläche  T  entsprechenden  Charakteristiken  zurück  und  bezeichne  dieselben 
zur  Abkürzung  mit: 

KJ,  K.J,   .   .   .   .,    I«2,  +  .],   [0]. 

Wie  ich  in  einer  früheren  Arbeit*)  gezeigt  habe,  besteht  zwischen  diesen  2p  +  1  Cha- 
rakteristiken [a]  nur  die  eine  lineare  Relation: 
(L)  [«,l  +  K.]  +  ---  +  [«-ip-f.J  =  [OJ, 

so  dass  also  je  2p  derselben  linearunabhängig  sind.  Bildet  man  daher  aus  den  2p  -\-  l 
Charakteristiken   [«]   alle  Summen  von  je  2,  3,  . . .,  p  derselben,  nimmt   die  Charakte- 

*)  Zur  Theorie  der  Functionen  in  einer  zweiblättrigen  Fläche,  Art.  6  und  U.  Denkschriften 
der  Schweiz,  naturf.  Gesellschaft,  Bd.  XXI  [,  1866.  Separatabzüge  in  Commission  bei  Cäsar  Schmidt, 
Zürich. 
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ristiken  [a]  selbst  sowie  die  Charakteristik  [0]  noch  hinzu  und  addirt  hierauf  zu  den 
so  erhaltenen: 

1  +  (2i'  +  l)i  +  (ßp  +  1)2  +  ■  •  •  +  i'-^P  +  1).  =  ^"' 
Charakteristiken  eine  beliebige  Charakteristik  [k\,  so  entstehen  2^^'  Charakteristiken, 
von  denen  keine  zwei  einander  gleich  sind,  und  unter  welchen  daher  jede  der  2^p  über- 
haupt existirenden  Charakteristiken  vorkommen  muss.  Daraus  folgt  aber,  dass  eine 
beliebige  Charakteristik  \s]  sich  immer  und  nur  auf  eine  Weise  aus  einer  willkürlich 
wählbaren  Charakteristik  |7,]  und  Charakteristiken  [a]  zusammensetzen  lässt  in  der  Form : 

[£]  =  [fc]  +  i[a],  r;^p    , 

wo  2J  [a]  eine  Summe  von  irgend  r  der  Charakteristiken  [a]  bezeichnet.  Dem  Falle 
[f]  =  [/.•]  entspricht  der  Werth  r  =  0. 

Man  kann  bemerken,  dass  gleiche  Betrachtungen  für  je  2^)  +  1  Charakteristiken, 
[fj],  [e.,], . . .,  [«2;, +  1])  gelten,  zwischen  denen  nur  die  eine  Relation: 

besteht;  das  vorliegende  System  der  Charakteristiken  [a]  ist  aber  weiter  noch  dadurch 
ausgezeichnet,  dass  zu  den  2j)  +  1  Charakteristiken  [aj,  [r/.,],  .  . .,  [a2j/+i]  stets  eine, 
zunächst  noch  unbekannte,  Charakteristik  [«]  existirt,  welche  in  solcher  Beziehung  zu 
den  Charakteristiken  [a]  steht,  dass  alle  Charakteristiken,  die  den  Formen: 

[n] _+'lJ  [a] ,     [n]  ^  ^[a],  f^  =  0,  1,  'a  .  .  •   , 

entsprechen,  gerade,  alle  Charakteristiken,  die  den  Formen: 

\n\  -f  2:'[a\ ,     [n]  +  ^T«J ,  ^  =  0,  1,  a,  .  .  .    , 

entsprechen,  ungerade  sind. 

Einen  Beweis  für  die  Existenz  einer  solchen  Charakteristik  [n\  habe  ich  auf  Grund 
der  Eigenschaften  der  zum  Integralsysteme  u^  \  Uo  '.  ■  ■  ]  Up  gehörigen  Thetafunctionen  in 
Art.  12  meiner  vorher  citirten  Arbeit  gegeben,  und  ich  erlaube  mir  hier  auf  die  betreffende 
Untersuchung  zu  verweisen.  Das  soeben  angeführte  Resultat  derselben  soll  jetzt  etwas 
verallgemeinert  werden. 

Berücksichtigt  man,  dass  in  Folge  der  Relation  {L)  stets: 

i:[a\  =  E  [ß] 

ist,  wenn  in  dieser  Gleichung  rechts  diejenigen  2p  -\-  \  —  r  Charakteristiken  [a]  stehen, 
welche  links  nicht  vorkommen,  so  ergibt  sich  zunächst,  dass  eine  beliebige  Charakte- 
ristik [«]  auf  zwei  Weisen  in  der  Form: 

I  f  J  =  \n\  -i-  E  [«J  ,  —  2>  <  JH  <;;  ^)  +  1 , 

dargestellt  werden  kann.  Hat  nun,  in  Gemässheit  des  vorher  angeführten  Resultates,  bei 
gerader  Charaktei-istik  \a\  m  für  die  eine  Darstellung  den  Werth  —  4fi  oder  —  4fi  —  3, 
so  hat  es  für  die  zweite  Darstellung  den  Werth  4jti -(-  1  oder  4]».  +  4;  hat  da- 
gegen bei  ungerader  Charakteristik  [f]  m  für  die  eine  Darstellung  den  Werth  —  4fi  —  1 
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oder  —4(1  —  2,  so  hat  es  für  die  zweite  Dar.stelluii«^  den  \Verth  4ft  +  2  oder 
4(1  +  3.  Welche  der  beiden  möglichen  Darstellungen  der  Charakteristik  [i\  also  auch 
vorliegen  mag,  immer  ist,  wenn  \s\  eine  gerade  Charakteristik,  m  :eh  0  oder  m --— l 
(mod. 4),  dagegen,  wenn  [f]  eine  ungerade  Charakteristik,  m  2  oder  m  — :  3  (mod.  4). 
Durch  Zusammenfassen  der  gefundenen  Resultate  erhält  mau  den  folgenden 

Satz  I.  Sind  [aj,  \a^\,  . .  .,  [a^^,^,],  [OJ  die  2^>  +  ~  irgend  einer  Zerhfjmjf/  der 
Fläche  T  in  eine  einfach  zusammenhangende  Fläche  T  entsprerltmden  CharalteristiJcen,  so 
exisfirt  zu  diesen  Charakteristiken  immer  eine,  zunächst  noch  unhelcanntc,  Charakteristilc  [n\, 
ivchhc  zu  denselben  in  der  Beziehmnj  steht,  dass  die  CharalctmstiJc : 

[n]  +  Z  [a],  -P<  m  <p  +  i, 

gerade  ist,  nenn  m  -_:  0  oder  m  :^  1  {inod.  4),  ungerade,  wetin  m  :::  2  oder  m  ^  3  {mod. 4) 

p  +  m 

ist.  Lässt  man  in  der  Form  [n]  +  ^  [a]  m  alle  Zahlen  von  —  p  bis  p  -\-  l  durchlaufen 
und  tcählt  jedesmal  die  p  -\-  m  Charaldcristihen  [a]  auf  alle  möglicheti  Weisen  aus  den 
CharaJiterisfiken  [aj,  [02],...,  [«2^+1]  «"*">  ^0  erhält  man  für  jede  der  2^''  üherhaupt 
existirenden  Charakteristiken  ztvei  verschiedene  Darstellungen,  von  denen  die  eine  immer  die- 
jenigen Charakteristiken  [«]  enthält,  ivelchc  in  der  anderen  nicht  vorkommen. 


3. 

Die  Charakteristik  \n],  von  welcher  im  vorhergehenden  Satze  nur  die  Existenz 
ausgesprochen  wurde,  soll  jetzt  bestimmt  werden.  Zu  dem  Ende  denke  man  sich  \n\ 
auf  eine  der  beiden  möglichen  Weisen  aus  Charakteristiken  [a\  zusammengesetzt;  die 
dazu  nöthigen,  noch  unbekannten,  Charakteristiken  [o]  sollen  mit  {a\\,  [aj],  .  . .,  [a'r],  die 
2p  -\-  \  —  r  übrigen  mit  \ai\,  [fla],  . . .,  («j,, ^_i_,.J  bezeichnet  werden;  es  ist  dann: 

[h]  =  2:[rt'],     oder  auch     |0J  =  [«]  +  ^\a\ . 

Addirt  man  in  der  letzten  Gleichung  auf  der  linken  und  rechten  Seite  das  eine  Mal 
eine  beliebige  der  r  Charakteristiken  [a],  z.  B.  [a^,],  das  andere  Mal  eine  beliebige  der 
2|)  +  1  —  r  Charakteristiken  |rt"],  z.  B.  [rt','|,  so  erhält  mau  die  Gleichungen: 

[a; I  =  L»  1  +'il«'J ,  \a:\  =  [«]  4-  E\a]  +  KJ , 

und  erkennt  daraus  mit  Rücksicht  auf  Satz  I,  dass  die  r  Charakteristiken  [a'\,  aber 
auch  die  2p  -\-  \  —  r  Charakteristiken  \a"]  entweder  sämmtlich  gerade  oder  sämmt- 
lich  ungerade  sind,  und  ferner,  dass  bei  geraden  [a]  die  [«"j  ungerade,  bei  ungeraden 
\a'\  die  [a"]  gerade  sind.  Die  Charakteristik  [h]  muss  daher  entweder  mit  der  Summe 
aller  unter  den  2;; -|-  1  Charakteristiken  \a\  vorkommenden  geraden  oder  mit  der 
Summe  aller  unter  den  2;)  +  1  Charakteristiken  [fl|  vorkommenden  ungeraden  Cha- 
rakteristiken übereinstimmen;  beides  kommt  aber  auf  dasselbe  hinaus,  da  in  Folge  der 
Relation  {L)  die  Summe  aller  geraden  Charakteristiken  [«J.der  Summe  aller  ungeraden 
Charakteristiken  [«]  gleich  ist. 
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Bezeichnet  man  jetzt  mit  s  die  Anzahl  der  unter  den  2p  +  1  Charakteristiken 
[aj,  [rt^];  •  •  •)  [^2^+i]  vorkommenden  ungeraden  Charakteristiken,  mit  öj,  6.^,  .  . .,  d 
die  denselben  entsprechenden  Stellenzahlen,  so  kann  nach  dem  soeben  Gefundenen: 

[»]  =  [%] +  KJ  +  ---  +  K] 

gesetzt  werden;  hieraus  ergeben  sich  aber,  indem  man  unter  jt  eine  Zahl  aus  der  Reihe 
1,  2,  . .  .,  s  versteht,  unmittelbar  die  beiden  Gleichungen: 

[0]  =  [«]+.  Kj  +  KJ +  •■•  + Kl, 

[«aj  =  [«]  +   [«aj  +  •  •  •   +  K„_,]  +   [««,  + J  +  •  •  ■  +  ["^J  • 

Mit  Rücksicht  auf  Satz  I  folgt  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen,  dass  s,  als 
Anzahl  der  bei  ihr  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Charakteristiken  \a\,  weil  [0] 
eine  gerade  Charakteristik  ist,  entweder  der  Bedingung  s^EEp  (mod.  4)  oder  der  Be- 
dingung s:^p-\-  1  (mod.  4)  genügen  muss,  während  die  zweite  Gleichung  zeigt,  dass 
s  —  1,  als  Anzahl  der  bei  ihr  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Charakteristiken  [a], 
weil  [üb  J  eine  ungerade  Charakteristik  ist,  entweder  die  Bedingung  s  ■ —  \  ^j)  -\-  2 
(mod.  4)  oder  die  Bedingung  s  —  \^^p  -{-  'i  (mod.  4)  erfüllen  muss.  Die  so  für  s  ge- 
fundenen Bedingungen  können  aber  nur  dann  zusammen  bestehen,  wenn  s^p  (mod.  4)  ist. 
Den  gefundenen  Resultaten  entspricht  der 

Satz  II.  Bezeichnet  man  hei  gegebenen  [«,],  [flg],  ■  •  •,  [^ä^j+i]  init  [«]  eine, 
nach  Satz  I  stets  existirende,  Charakteristik  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  den  Formen: 


0,     I,       2, 

—1,-2, 


p  +  i,u  ^+4^-1-1 

[n]  +  2J[a],   [«]  +  2:[«], 
entspreclmiden  CharaTiteristikcn  gerade,  die  den  Formen: 

W  +  z  [«],  [«]  +  z  \n],  (i  =  'lIi^^:  : : ;  , 

entsprechenden  Cliarahteristilien  ungerade  sind,  so  ist  diese  CharaMeristik  [n]  minier  der 
Summe  der  unter  den  2p  +  1  Charakteristiken  \a\  vorkommenden  ungeraden  Charakteristiken 
gleich.  Bezeichnet  man  mit  s  die  Anzahl  dieser  ungeraden  Charakteristiken,  so  ist  stets 
s  ^  p  (mod.  4). 


4. 

Je  zwei  der  2p  +  1  Charakteristiken  [a]  stehen  in  einer  merkwürdigen  Be- 
ziehung zu  einander.  Bezeichnet  man  den  aus  den  Elementen  zweier  beliebiger  Cha- 
rakteristiken [f],  \ij]  gebildeten  Ausdruck: 

p 

(-1)' 

zur  Abkürzung  mit  ( —  1)       '  ,  so  lässt  sich  die  erwähnte  Beziehung  fixiren  durch  den 


i:i;i\+'\'i,] 

Z;.\              2 

(-1)' 

=  (-!)'        •(-!)' 

ist,  und  dass  daher  ( —  1 ) 

nur  dann  den  Wertli 

Ausdrücken: 

I' 
2.'.,. 

2.' .;,.;■. 

(-n' 

.        (-!)■         ,        ( 
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Satz  III.     Versteht  man  unter  [o„|,  [o,]  irgend  zwei  der  2]>  -\-  1  Charakteristiken 
[«.],  [«J,  ■ . .,  [«.p+,],  so  «<  stets  (-  1/""'""''  =  _  1. 

Für  den  Beweis  dieses  Satzes  berücksichtige  man,  dass: 
p  p  p  ^ 

1  haben  kann,  wenn  von  den  drei 

2;  (',.  +  >;,  )(•■,  +  -;■,) 
(-1)' 

entweder  ein  jeder  oder  nur  ein  einziger  den  Werth  —  1  hat,  oder,  mit  anderen  Worten, 
wenn  von  den  drei  Charakteristiken  [s],  [ij],  [«]  +  [v]  entweder  eine  jede  oder  nur  eine 

einzige  ungerade  ist.  Um  das  Bestehen  der  Relation  (-^  1)  "  '=  —  1  nachzuweisen, 
hat  man  demnach  nur  zu  zeigen,  dass  von  den  drei  Charakteristiken  \a,,],  [0,],  [n„|  +  [a,\ 
entweder  eine  jede  oder  nur  eine  einzige  ungerade  ist. 

Zu  dem  Ende  bezeichne  man  mit  [a\\,  [a',\,  . . .,  [flj]  die  ö'  unter  den  2jj  -|-  1  Cha- 
rakteristiken [rt|  vorkommenden  ungeraden  Charakteristiken,  mit  \a'i\,  [0-2],  .  . .,  [aä'^.+i—jj 
die  noch  übrigen,  geraden  Charakteristiken  [a\,  verstehe  unter  ß,  ff'  irgend  zwei  der 
Zahlen  1,  2, .  . .,  s,  unter  r,  t'  irgend  zwei  der  Zahlen  1,2, ..  .,2p  -^  1  —  s  und  unter- 
scheide, indem  man  festhält,  dass  \n]  =  [a'i]  +  [«i]  +  •  •  •  +  {oA>  ^luch  s j)  (mod.  4)  ist, 

in  Bezug  auf  die  Beschaffenheit  der  Charakteristiken  [a„],  [a,]  die  folgenden  drei  Fälle: 

1)  [«..1  =  Wo],  [a,]  =  Kl;  es  ist  dann  [.,„]  +  [«,)  =  [a„]  +  K,  |  =  [«|  +  'i\a\, 
also  [a„]  +  [«•]  ungerade,  weil  s  —  2  ^^p  -\-  2  (mod.  4)  ist: 

2)  [a„]  =  [da],  [a,]  =  [d;];  es  ist  dann  [a„  1  +  [«.1  =  \da]  +  [di \  =  [n\  +"l{d]  +  [d,], 
also  [«„1  +  [<'>J  gerade,  weil  s  ~;)(mod.  4)  ist: 

3)  [a,]  =  [dr],  [«.J  =KJ;  esistdann|fl„]  +  [a.]  =  [a;'j  +  [a';i  =  [«|  +  i:[«'J  +  [«rJ  +  K], 
also  [a„]  +  [rt,]  ungerade,  weil  s  ■{■  2  i^p  -\-  2  (mod.  4)  ist. 

Im  ersten  Falle  sind  also  alle  drei  Charakteristiken  [Of,],  \o,],  [«„J  +  [«.J  ungerade, 
während  im  zweiten  und  dritten  Falle  immer  nur  eine  derselben  ungerade  ist.  Damit 
ist  aber  der  aufgestellte  Satz  bewiesen. 

Fasst  man  die  für  die  Beweise  der  Sätze  II,  III  benutzten  Voraussetzungen 
in's  Auge,  so  erkennt  man,  dass  diese  Sätze  für  jedes  System  von  2p  +  1  Charakte- 
ristiken frt,l,  \<u\y  .  .  .,  fffsp+i]  gelten,  zu  denen  eine  Charakteristik  [h]  existirt  von  der 

;.  +  <,.  P+4"-t-l 

Beschaffenheit,  dass  die  den  Formen  \n\  -\-  E  [a],  \n]  +  E  [a\,  ft  ^"l1', _»;.;;,  entsprechen- 

p  +  A,.  +  -i  p-(-4...  +  3 

den  Charakteristiken  gerade,  die  den  Formen  [n]  -\-  E{a\,  [11]  +  -^  ["!> ."  ^  _i',_g  ;;;> 
entsprechenden  Charakteristiken  ungerade  sind,  ganz  abgesehen  davon,  auf  welche  Weise 
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das  betreffende  System  der  Charakteristiken  [a]  erhalten  wurde.  Die  Totalität  aller 
dieser  Charakteristikeusysteme  kann  aber  auch  umgekehrt  durch  die  in  Satz  III  aus- 
gesprochene Eigenschaft  derselben  definirt  werden.  Es  existirt  nämlich  der  folgende,  in 
etwas  anderer  Form  zuerst  von  Herrn  H.  Stahl*)  bewiesene 

Satz  IV.  Sind  [Ö1],  [a.^], .  ■ .,  [a2p+i]  ^P  +  1  Charalderistiken  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  zicischen  je  sweien  von  ihnen  die  Beziehung  (—  1)  '"  '  =  —  1  besteht,  und  be- 
zeichnet man  mit  [w]  die  Summe  der  unter  den  2p  +  1  CharalcteristiJcen  [a]  vorkommenden 
ungeraden  Cliarakteristiken ,  so  sind  alle  Charalderistiken,  die  den  Formen: 

[n\  +  2:  [a] ,  \n]  +  Z  [a],  ^  =  \  \]  _l] ; ;  ;    , 

entsprechen,  gerade,  alle  Charakteristiken,  die  den  Formen: 

[n\  +  2;  [rt],  [»]  +  ^  [a\,        ft  =  -i.'-i; : : :  , 

entsprechen ,  ung  er  ade. 

Für  den  Beweis  dieses  Satzes  möge  auf  die  soeben  citirte  Arbeit  des  Herrn 
Stalil  verwiesen  werden. 

Aus  der  Verbindung  der  Sätze  HI  und  IV  folgt  nun,  dass  die  Totalität  der- 
jenigen Charakteristikensysteme,  welche  dadurch  definirt  sind,  dass  zu  den  2p  -f-  1  Cha- 
rakteristiken [rtj,  [«2],  •  •  ;  [02;)-|-i]  eines  jeden  immer  eine  Charakteristik  [h]  existirt  von 

der  Beschaffenheit,  dass  die  den  Formen  [h]  -f  2:  [«],  [m]  +  Z  [0],  ft  =   '-i--2, '.'.'.,  ent- 

sprechenden  Charakteristiken  gerade,  die  den  Formen  [h]  +  2:[o],  [n]  -f-  2;[a],  ft=  -i\-2\ '..',, 
entsprechenden  Charakteristiken  ungerade  sind,  vollständig  identisch  ist  mit  der  Totalität 
derjenigen,  bei  welchen  je  zwei  der  2p  -f-  1  in  einem  Systeme  enthaltenen  Charakte- 
ristiken durch  die  Bedingung  (—  1) "'"  '  =  —  1  verknüpft  sind.  Legt  man  aber  die 
letztere  Definition  zu  Grimde,  so  kann  man  durch  Methoden,  welche  Herr  Frohenius'*'^-) 
ausgebildet  hat,  die  erwähnten  Systeme  sämmtlich  auf  directem  Wege  herstellen.  Da  • 
sich  nun  mit  Hülfe  der  Theorie  der  linearen  Transformation  weiter  auch  zeigen  lässt, 
dass  jedem  solchen  auf  directem  Wege  erhaltenen  Systeme  eine  bestimmte  Zerlegung 
der  Fläche  T  entspricht,  so  folgt  schliesslich,  dass  die  Totalität  der  auf  die  eine 
oder  andere  der  beiden  soeben  angegebenen  Weisen  definirten  Charakteristikensysteme 
identisch  ist  mit  der  Totalität  derjenigen,  welche  den  verschiedenen  Zerlegungen  der 
Fläche  T  entsprechen.  Endlich  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  der  Beweis  dafür,  dass 
irgend  ein  einer  beliebigen  Zerlegung  der  Fläche  T  entsprechendes  System  von  2p  -\-  1 
Charakteristiken  die  in  Satz  HI  angeführte  Eigenschaft  besitzt,  ebenfalls  auf  directem 
Wege,  d.  h.  ohne  Benutzung  der  Eigenschaften  der  Thetafunctionen,  und  zwar  durch  rein 
geometrische  Betrachtungen  geführt  werden  kann.    Zu  den  letzten  Bemerkungen  wurde 


*)  Stahl,  IL,  Beweis  eines  Satzes  von  Riemann  über  ^-Charakteristiken.    Crelle's  Journal, 
Bd.  88,  pag.  273. 

**)  Frohenius,    Ueber    das    Additionstheorera    der     Thetafunctionen     mehrerer    Variabein. 
Crelle's  Journal,  Bd.  80,  pag.  208. 
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ich  durch  einijje  giitij;;e  Mittheilungen  des  Herrn  Frohenius  veranlasst;  ich  erlaube  mir, 
an  dieser  Stelle  dem  Wunsche  Ausdruck  zu  geben,  dass  derselbe  seine  auf  diesen  Gegen- 
stand bezüglichen  Untersuchungen  in  Bälde  weiteren  Kreisen  zugänglich  machen  möge. 


Die  Charakteristiken  |ff,  |,  [rt._,|,  . .  .,  [«2,,-fil)  ["I  können,  wenn  man  von  corre- 
spondirenden  Ganzen  der  i'eriodicitätsmodulen  absieht,  als  Repräsentanten  derjenigen 
Systeme  correspoudirender  Halber  der  Periodicitätsmodulen  betrachtet  werden,  in  welche 

das  Integralsystem  jf  {dv)  übergeht,  wenn  man  für  ,-,  .s  der  Reihe  nach  die  '2p  -\-  2  Ver- 

Zweigungspunkte  «,,  «.-,,  ...,  n-2p+i,  otop+ä  einführt.  Einem  jeden  von  «2j,-f2  verschiedenen 
Verzweigungspunkte  «,  entspricht  auf  diese  Weise  eine  zugleich  mit  der  Zerlegung  der 
Fläche  T  sich  ändernde  Charakteristik  [a,],  während  dem  zur  unteren  Grenze  des  Integral- 
systems genommenen  Verzweigungspunkte  ßä;,4-2  bei  jeder  Zerlegung  die  ausgezeichnete 
Charakteristik  [0]  entspricht.  Um  diese  Ausnahmestellung  des  Verzweigungspunktes 
U2p+2  zu  beseitigen,- wähle  man  eine  beliebige  Charakteristik  [«„],  bezeichne  das  ihr  ent- 

.Vi  1 .1/,,  M 

sprechende  System  correspondirender  Halber  der  Periodicitätsmodulen  mit  -,-  i  -^ ,  ■  ■  •  :  -i- 

und.  bilde  ein  neues  Integralsystem  tVi  \  iv.^  \'  ■  •\Wp,  definirt  durch   die  Gleichungen: 
2t'i  =  V  +  J  '^"' '  "'2  ^  "F"  +  J  ''"^ ,....,    Wp  =  -./  +  J  dih  • 

"ip-\-2  "2;>-f2  ''•ip■r^ 

Unter  Zugrundelegung  dieses  Tntegralsystems  entsprechen  jetzt  den  Verzweigungspunkten: 

«1,  .     .     .     .,   a-ip+i,  «2p-t-2 
beziehlich  die  Charakteristiken: 

[«!]  =  Kl    +  [«.],    •      •      .      .,    [«2;,-fl]  =   Kl  +   K.+  l],    \(hp  +  -2\  =  KJ  +  [0], 

und  man  ist  auf  diese  Weise  zu  einem  Systeme  von  2p  +  2  Charakteristiken  gelangt, 
bei  welchem  keine  Charakteristik  einen  Vorzug  vor  den  übrigen  hat.  Setzt  man  der 
Reihe  nach  [au]  =  [«il,  |nj,  •  • -,  [«2/,-|-i].  [0],  so  erhält  man  alle  diejenigen  speciellen 
Systeme,  bei  welchen  die  Charakteristik  [(»l  vorkommt.  Die  in  dem  i^'""'  dieser  Systeme 
enthaltenen  2p  -\-  2  Charakteristiken: 

[«.]  +  [",],  .  •  •,  1«.]  +  r«.-.J,  [Ol,  |«,.J  +  [a.  +  i|,  . . .,  [«..]  +  [«2,+  .J,  [«.J 
entsprechen  dann  zugleich  den  2p  +  2  Systemen  correspondirender  Halber  der  Perio- 
dicitätsmodulen, in  welche  das  Integralsystem  J{(lti),  dessen  untere  Grenze  der  Verzwei- 
gungspunkt «,.  ist,  übergeht,  wenn  man  au  Stelle  von  z,  .s  der  Reihe  nach  die  2p  -\-  2 
Verzweigungspunkte  «,,  a»,  . .  .,  «sp->-2  treten  lässt.  Die  Eigenschaften  des  Systems 
|a',J,  [a'i],  .  . .,  [ajp^ä]  sollen  jetzt  untersucht  werden. 

PuYM,  dio  Riemann^schc  Thetaformel.  9 
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Die  soeben  eingeführte  willkürliche  Charakteristik  [a^]  lässt  sich,  da  zwischen 
den  Charakteristiken  [«i],  [a,],  .  . .,  |«2;.+i]  nur  die  eine  lineare  Relation: 

(1)  KJ  +  KJ  +  •  ■  ■  +  [«äP+iJ  =  [0] 

besteht,  immer  imd  zwar  auf  zwei  Weisen  als  Summe  von  Charakteristiken  [«J  dar- 
stellen. Von  diesen  beiden  Darstellungen,  welche  zusammen  alle  2j5  -\-  1  Charakte- 
ristiken [ö]  und  zwar  jede  nur  einmal  enthalten,  wähle  man  diejenige,  bei  welcher  die 
Anzahl  der  vorkommenden  Charakteristiken  [o]  ungerade  ist.  Bezeichnet  man  mit 
2n  -j-  1  die  Anzahl  der  betreffenden  Charakteristiken,  mit  fij,  (i^,  . . .,  ^2n+i  die  den- 
selben entsprechenden  Stellenzahlen,  so  erhält  man  die  erwähnte  Darstellung  von  [a„J 
in  der  Form: 

(2)  [«öJ   =  l«.,]   +   [«"J   +  •  •  •   +    l('"2n+J  ■ 

Geht  man  jetzt  auf  die  die  Charakteristiken  [a]  definirenden  Gleichungen  zu- 
rück, so  erkennt  man,  dass  zwischen  diesen  Charakteristiken,  entsprechend  den  Glei- 
chungen (1),  (2),  die  linearen  Relationen: 

(!')  [«;]  +  [a,]  +  ■  •  •  +  [«;,,-(- 1]  +  [(hp+i\  =  [0] , 

(2')  [«;,,]  +  K,,]  +  •  •  •  +  [«;,,„+,]  =  [0] , 

bestehen.  Durch  Verbindung  derselben  erhält  man  eine  dritte  lineare  Relation  in 
der  Form: 

(3')  [«;  j  +  [«:,]  +  •  •  •  +  [«;,,,  _  .>  „ + 1 1  =  lo] , 

wenn  mit  v^,  v,,,  . . .,  Vip—^n  +  i  die  2jj  —  2w  +  1  von  jt, ,  ii-i,  . .  .,  ft2«-(-i  verschiedenen 
Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  . . .,  22)  +  2  bezeichnet  werden.  Ausser  diesen  drei  Relationen 
kann  nicht  noch  eine  weitere  lineare  Relation  zwischen  den  Charakteristiken  [«']  be- 
stehen; denn  eine  solche  könnte  man,  indem  man  rückwärts  wieder  die  Charakteristiken 
[ßg],  [«j],  . . .,  [o2^_|_i]  einführte,  in  eine  lineare  Relation  zwischen  diesen  verwandeln, 
und  es  würde  dadurch,  wenn  die  ursprüngliche  Relation  eine  gerade  Anzahl  von  Cha- 
rakteristiken [«']  enthielte,  eine  von  (1)  verschiedene  lineare  Relation  zwischen  den  Cha- 
rakteristiken [aj,  [öSj],  . . .,  [a27i-t-ij  entstehen,  wenn  dieselbe  dagegen  eine  ungerade  Anzahl 
von  Charakteristiken  \a"\  enthielte,  eine  lineare  Relation  zwischen  [a^\  und  gewissen  der 
Charakteristiken  [aj,  [a^],  .  . .,  [a2^+i],  aus  der  sich  [aj  noch  auf  eine  dritte  Weise 
durch  Charakteristiken  aus  der  Reihe  [aj,  [a.J,  •  •  •,  [«2;.-fi]  ausdrücken  Hesse;  beides 
ist  aber  unmöglich. 

Um  nun  eine  auf  das  System  [«'ij,  \n-i\,  .  .  .,  \a2p-\-2\  bezügliche  ausgezeichnete 
Darstellung  der  beliebigen  Charakteristik  [f]  zu  erhalten,  welche  dasselbe  leistet  wie  die 
frühere,  auf  das  System  [«,],  [a,\,  .  . .,  [«2^)-f  1]  bezügliche,  berücksichtige  mau,  dass  sich 
[fj  immer  und  zwar  auf  zwei  Weisen  aus  der  Charakteristik  [n]   und  Charakteristiken 

[a]  zusammensetzen  lässt  in  der  Form  \a\  =  [m]  -|-  2;  [a],  0  <  i-  <  2j)  -|-  1,  und  dass 
nach  Satz  I  eine  in  dieser  Weise  zusammengesetzte  Charakteristik  [s]  gerade  ist,  wenn 
(unter  fi  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  verstanden)  r  von  der  Form  p  -\-  4/u 


—     67     - 
oder  j)  +  4ft  +  1>  ungerade,  wenn  r  von  der  Form  p  +  4ft.-|-  2  oder  y)  +4fi  -f-  3 
ist.    Bringt  man  nun  die  Gleichunf?  [f|  =  [;(J  +  ^|«|  in  die  Form: 

|f  I  =   [«J  +  «1   I«,  I  +  «,  1",!  H h  «2;<+I  [«i;.+  l], 

indem  man   allgemein   unter  «,  die   Zahl   1  oder  die  Zahl  0  versteht,  je   nachdem    die 

(.'harakteristik  [«,J  in  der  obigen  Summe  21[a]  vorkommt  oder  nicht  vorkommt, 
bildet  dann  weiter  aus  drr  letzten  rileichung  die  neue: 

ff]    =   ((Mj   -\-   p-\-    \    Kl)   +    ß,  (  [«„]    +    [«1  \)-\ (-    «!;,,+  ,   ([«„I    +  [«2;;+l])   +   CCz,.+  -i  [flo], 

indem  man  unter  «j,  u.^,  . . .,  «2/)-f  i  dieselben  Grössen  wie  vorher  versteht,  die  Grösse 
«2i)+2  dagegen  als  0  oder  1  aus  der  Congruenz: 

«2p+2"=i'  +  1  +  2^  u,  (mod.  2) 
1 

bestimmt,  führt  hierauf  die  Charakteristiken  [a']  ein  und  setzt  endlich  noch  zur  Ab- 
kürzung: 

so  erhält  man  für  [f]  eine  Darstellung  von  der  Form: 

W    =    [«']    +   «1    l''''ll    +   «-'   WA    -\ h   «2/,-f-I    [«2,,+  ri    +   «2.4-2   [«2^  +  2], 

■ip  +  'i 

bei  der  die  Zahlen  u  durch  die  Bedingung  27 «,.  :3Z  2>  +  1  (mod.  2)  verknüpft  sind. 

1 
Da,  wie  vorher  bemerkt,  die  Charakteristik  [«]  auf  zwei  Weisen   in  die    Form 

r 

\e\  =  [m]  +  27  [a]  gebracht  werden  kann,  und  dem  entsprechend  die  Zahlen  «i,  «2, . . .,  «2^+2, 

2/-+ 2 

unter  Festhaltung  der  Bedingung  27«,  =:  j)  +  1    (mod.  2)   auf  zwei  Weisen   sich  be- 

1 
stimmen  lassen,  so  umfasst  auch  die  letzte  Gleichung  zwei  verschiedene  Darstellungen 

derselben  Charakteristik  [«],  die  zusammen  alle  2p  +  2  Charakteristiken  [a],  aber  jede 

nur  einmal,  enthalten,  und  von  denen  daher  jede  aus  der  anderen  durch  Addition  der  Glei- 

2p  +  2 

chung  [0]  =  [a'ij  +  [«2]  -| 1-  [chp-^-il  hervorgeht.  Eine  dritte  der  Bedingung  27  «,  _p-\-\ 

(mod.  2)  genügende  Darstellung  der  Charakteristik  [fj  durch  die  Charakteristiken 
[n],  [«i],  [02],  . .  .,  [ö2jo-|-2]  kann  nicht  existiren,  da  sich  aus  ihr  durch  Verbindung  mit 
einer  der  beiden  soeben  gewonnenen  Darstellungen  eine  von  (1')  verschiedene,  nach 
Früherem  nicht  mögliche  lineare  Relation  zwischen  einer  geraden  Anzahl  von  Cha- 
rakteristiken [«'I  ergeben  würde. 

Ist  irgend  eine  (jharakteristik  .|f]  auf  eine  der  beiden  angegebenen  AVeisen 
durch  die  Charakteristik  [n\  und  die  Charakteristiken  [«']  dargestellt,  so  gestalten  sich 
die  Kriterien  dafür,  ob  dieselbe  gerade  oder  ungerade  ist,  ungemein  einfach.  Nach 
dem  Früheren  ist  nämlich  die  Charakteristik  |f|  gerade,  wenn  von  den  '2p  -\-  1  Grössen 
«,,  «2,  . . .,  «2/,+  i  p  +  4ft  oder  p  -f  4,u  -f  1  den  Werth  1,  die  übrigen  den  Werth  i" 
haben;  im  ersten  Falle  ergibt  sich  für  a2p+2  der  Werth  1,  im  zweiten  Falle  der  Werth 
0,  so  dass  in  beiden  Fällen  von  den  2p  -f-  2  Grössen  «1,  «2, . . .,  «2;,+  i,  «2^-1-2  J'  +  4fi  -f"  1 


den  Werth  1,  die  übrigen  den  Werfch  0  haben.  Dagegen  ist  die  Charakteristik  [a] 
ungerade,  wenn  von  den  2p  +  1  Grössen  Kj,  a.^,. . .,  «27/+!  i^  +  4jii  +  2  oder  2'  +  4ft  -f-  3 
den  AVerth  1,  die  übrigen  den  Werth  0  haben;  im  ersten  Falle  ergibt  sich  für  «2^+2 
der  Werth  1,  im  zweiten  Falle  der  Werth  0,  so  dass  in  beiden  Fällen  von  den  2p  +  2 
Grössen  a^,  a.,,  .  .  .,  a-2p+i,  «2;,+i  i'  +  4;^  +  3  den  Werth,  1,  die  übrigen  den  Werth 
0  haben.     Fasst  man  diese  Resultate  zusammen,  so  erhält  man  den  folgenden 

Satz  \.  Bildet  man  aus  den  früher  defmirten  Charahteristilxn  [«,J,  .  .  .,  [a^^^+i], 
[m]  unter  Zulmlfenahme  einer  willkürlich  (jewählten  CharaJcteristih  [a„]  die  neuen  Charaläe- 
ristilcen  [dl] ,  . . .,  [fl'äp+i],  [fls^;+2],  [«']>  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

[dl]  =  [oj  +  [(ii\,  ■   .   ■   .,  [d2p+i]  =  KJ  +  [ttip+i],  la2p+2\  =  [«nJ  +  LOJ, 

l»']  =  [«]+i^T"lK.], 

so  lässt  sich  durch  diese  jede  heliehi(jc  Char alter istilc  [t]  immer  und  zivar  auf  ztvei  Weisen 
darstellen  in  der  Form: 

[fj  =  [n\  4-  ßi  [fl'i]  -I j-  K2;,+i  [a',j,+  i]  +  «2;,+2  K'?.+2J,         Sa,.^^p-\-\  (mod. 2), 

tvdbd  die  a  nur  die  WertheO,  1  annehmen  sollen.  -Eine  in  dieser  Form  gegebene  Cliaralc- 
teristik  [e]  ist  dann  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem  (unter  y,  eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl   veistanden)  p  -\-  ifi  -{-  1    oder  p  -[-  4^  -\-  o   der   2p  +  2  Grössen  a  den 
We)-th  1  habor. 
Der  gevronnene  Satz  kann   umgekehrt  werden   und  liefert  dann  den 

Satz  Tl.  Besitzt  ein  System  von  2p  -\-  2  Charakteristiken  [a'ij,  [a't],  .  . .,  [«2^+1], 
[«2;/+2],  einerlei  tvic  es  im  Übrigen  beschaffen  sein  mag,  die  Eigenschaft,  dass  zu  ihm  eine 
Clwrakteristik  [n]  existirt,  ivelche  zn  den  Charakteristiken  [d]  in  der  Beziehung  steht,  dass 
die  Charakteristik: 

2p+2 

[e]  =  [,?']  +  Kl  [«'1]  -I 4-  «2,,  +  i  [ft2;.+ij  +  ß3p+2  [«27,4-2],  2J  K,,  niz  p -}- 1  (mod.  2), 

1 

gerade  oder  ungerade  ist,  je  nachdem  p  -\-  4;i  +  1  oder  p  -\-  A^i  -\-  o  der  2p  +  2 
Grössen  a  den  Werth  1  haben,  so  entsteht  aus  diesem  Systeme  durch  Addition  einer  beliebigen 
seiner  2p  +  2  CJiarakteristiken  zu  den  2p  -\-  \  übrigen  immer  ein  System  von  2p  -{-  \ 
Charakteristiken  [aj,  [a.^,  . .  .,  [a2?,+i]  mit  den  in  Satz  I  angegebenen  Eigenschaften. 

Da  von  den  2p  -f-  2  Charakteristiken  [d]  jede  mit  den  anderen  gleichberechtigt 
ist,  so  genügt  es  zum  Beweise  dieses  Satzes,  zu  zeigen,  dass  das  System: 

[flj]  =  [ö,;]  -f-  [d.>j,+2\,  [a.,]  =  [di\  +  |a2;,+2],  •   .   .,   [ffl_>,,  +  i]  =  [a'-ip+i]  +  [«-'^,  +  2] 

die  in  Satz  I  fixirten  Eigenschaften  besitzt.  Zu  dem  Ende  bestimme  man  eine  Cha- 
rakteristik [n]  durch  die  Gleichung: 

[n]  =  [)/]  +  p-\-\  [d2p+2]. 

Es  besteht  dann,  wenn  x^,  x.^,  . . .,  Xr  r  beliebig  gewählte  Zahlen  aus  der  Reihe 
1,  2,  . . .,  2p  +  1  bezeichnen,  und  unter  a  eine  Grösse  verstanden  wird,  die  als  0  oder 
1  aus  der  Congruenz  k  nzp  +  1  +  r  (mod.  2)  zu  bestimmen  ist,  immer  die  Gleichung: 
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[«]  +  [o.^l  +  KJ  +  •  •  •  +  KJ  =  [n\  +  ["x,J  +  KJ  +  •  •  •  +  [«'x,l  +  « [a2p+2\. 
Da  mm  den  möglichen  Werthen: 

P  +  4.U,    i)  +  4ft  +  1 ,    i'  +  4.U  +  2,    2>  +  4.U  +  3 
von  *•  die  Werthe: 

1,     0,     1,     0 

von  a  bezieblich  entsprechen,  und  daher  die  Anzahl  der  auf  der  rechten  Seite  der 
obigen  Gleichung  vorkommenden  Charakteristiken  [a]  in  den  beiden  ersten  Fällen 
p  +  4fi  +  1,  in  den  beiden  letzten  j)  -f-  4fi  +  3  beträgt,  so  folgt,  unter  Berücksichtigung 
der  über  die  Charakteristiken  \d]  gemachten  Voraussetzungen,  dass  die  Charakteristik 
[»]  +  [">■  J  +  [C".,]  +  •  •  •  +  {('"J  gerade  ist,  wenn  r  von  der  Form  p  +  4ft  oder 
j)  -j-  4fi  +  1,  ungerade,  wenn  y  von  der  Form  ^j  +  4ft  -j-  2  oder  ^j  -}"  4,u  +  3  ist. 
Damit  ist  aber  bewiesen,  dass  das  System  [«J,  [a.j],  .  .  .,  [«^^,+  1]  die  in  Satz  I  fixirten 
Eigenschaften  besitzt. 

0. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  zu  den  im  vorigen  Artikel  definirten 
Charakteristiken: 

[a\]  =  [««]  +  [rtij, . .  .,  [a'ip+i]  =  [«oj  +  [a-ip+i],  [«2^+2]  =  [«0]  +  ["] 
immer  nur  eine  Charakteristik  [n]  existirt  von  der  Art,  dass  eine  in  der  Form: 

2p  +  2 

[e]  =  [m'J  +  ßi  [«'il  H h  «2;,+  i  [ai,,  +  i]  +  «ip+i  [«2p+2],        27 «,  =2)  +  1  (mod.  2), 

1 

dargestellte  Charakteristik   gerade  oder  ungerade  ist,  je  nachdem  von    den  2p  +  2 

Grössen  a  p  -\-  4(i  -\-  l  oder  2'  +  4ft  +  3  den  Werth   1  haben;  auch  lässt  sich  zeigen, 

dass  diese  Charakteristik,    die  also   mit  der  im  vorigen  Artikel  durch  die    Gleichung 

[n]  ==  [n]  + 1)  +  1  [ffg]  bestimmten  Charakteristik   nothwendig   übereinstimmen   muss, 

immer  der  Summe  der  unter  den  2p  +  2  Charakteristiken  [a]  vorkommenden  ungeraden 

Charakteristiken    gleich    ist.      Die    Richtigkeit    des    Gesagten    soll   jetzt    nachgewiesen 

werden. 

Zu  dem  Ende  bezeichne  man  mit  [»'J  eine  den  soeben  erwähnten  Bedingungen 

genügende  Charakteristik.     Aus  den  l)eiden  in  der  Form: 

2p+2 

[fj  =  [«'|  -I-  ui  [ff'il  -I h  «.^,+  1  [o:,,+  il+  «i,,4-ä  [«2^+2],      2:«,  —p+  1  (mod.  2), 

enthaltenen  Darstellungen  einer  beliebigen  Charakteristik  [t],  welche  kanonische  ge- 
nannt werden  sollen,  kauu  man  dann,  indem  man  zu  den  betreffenden  Gleichungen  die 

unter  (2')  angeführte  [0]  =  [a„^\  +  [d,„]  + 1-  [««.„^J   addirt,   für  dieselbe  Cha- 

ip+i 
rakteristik  [e]  zwei  weitere  Darstellungen  erhalten,  bei  welchen  aber  2^  a,  =  p  (mod.  2) 

ist,  und  welche  daher  nicht  kanonische  genannt  werden  sollen.    Diese  Darstellungen 
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unterscheiden  sich  von  den  kanonischen  wesentlich   dadurch,    dass    bei  ihnen    aus   der 
Anzahl  der  von  0  verschiedenen  Grössen  «  nicht  darauf  geschlossen  werden  kann,  ob 
die  dargestellte  Charakteristik  [s]  gerade  oder  ungerade  ist. 
Es  sei  jetzt: 

[0]  =  [n\  +  [a;j  +  K^]  H h  [«;,] ,     t=p  (mod.  2) , 

wo  <pi,  (p.,,  .  .  .,  (pt  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  2p  +  2  bezeichnen,  eine  der  beiden 
nach  dem  Vorigen  immer  existirenden  nichtkanouischen  Darstellungen  der  Charakte- 
ristik [0].  Bezeichnet  man  dann  mit  %^,  x-^, .  .  .,  X-ijj+i-i  <^ie  2^)  +  2  —  ^  von  qp^,  9^, . .  .,  q). 
verschiedenen  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  2p -}- 2  und  addirt  zur  linkeu  und 
rechten  Seite  der  letzten  Congruenz  das  eine  Mal  eine  beliebige  der  t  Charakte- 
ristiken [d^],  z.  B.  [a^J,  das  andere  Mal  eine  beliebige  der  2p  -\-  2  —  t  Charakteristiken 
[dj(],  z.  B.    [%^.],  so  ei-hält  man  für  [«^^J  und  [Oy^,]  die  kanonischen  Darstellungen: 

[<]  =  KJ  +  WfJ  H H  Wfr-ll  +  [«'fr  +  J  H H  ^"''l',\> 

und  erkennt  daraus,  da  die  Anzahl  der  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  vor- 
kommenden Charakteristiken  [d]  immer  t — 1,  die  Anzahl  der  auf  der  rechten  Seite  der 
zweiten  stehenden  immer  t-]-l  beträgt,  auch  diese  Zahlen  sich  um  2  unterscheiden,  mit 
Rücksicht  auf  die  über  das  System  der  Charakteristiken  [d]  und  die  Charakteristik  [«'J  ge- 
machten Voraussetzungen,  dass  die  t  Charakteristiken  [d,p],  aber  auch  die  2^)  +  2  —  t 
Charakteristiken  [a^]  entweder  sämmtlich  gerade  oder  sämmtlich  ungerade  sind,  und 
ferner,  dass  bei  geraden  [d^]  die  [a^]  ungerade,  bei  ungeraden  [a^  die  [%]  gerade  sind. 
Die  Charakteristik  [n]  muss  daher  entweder  mit  der  Summe  aller  unter  den  2p  -\-  2 
Charakteristiken  [d]  vorkommenden  geraden  oder  mit  der  Summe  aller  unter  den  2p  -\-  2 
Charakteristiken  [«']  vorkommenden  ungeraden  Charakteristiken  übereinstimmen;  beides 

kommt  aber  auf  dasselbe  hinaus,  da  in  Folge  der  Relation:  [a'i]  -| -f-  [a2j)-i-2]  =  [0] 

die  Summe  aller  geraden  Charakteristiken  [rt'J  der  Summe  aller  ungeraden  Charakte- 
ristiken [fl'J  gleich  ist. 

Identificirt  man  nun  auf  Grund  des  Gefundeneu  die  vorher  eingeführten  Cha- 
rakteristiken [d^  ],  \ci',p^,  . .  .,  [a'y]  mit  den  unter  den  2p  -f-  2  Charakteristiken  [«'J  befind- 
lichen ungeraden  Charakteristiken,  so  folgt  aus  der  obigen,  die  Charakteristik  [o'^^J  dar- 
stellenden Gleichung,  dass  t  —  1  von  der  Form  j)  -f  4fi  +  3,  also  t^p  (mod.  4)  ist. 
Man  hat  somit  den 

Satz  VII.  Die  zu  den  Chardkteristilcen  [a'i],  [«2],  .  .  .,  [«2^4-2]  gehörige,  in  Satz  V 
durch  die  Gleiehung  [n]  =  [n]  -\- p  -\-  1  [«o]  bestimmte  Chardkieristilc  [n]  ist  stets  gleich 
der  Summe  der  unter  den  Ghardkteristilien  \d]  vorkommenden  ungeraden  Giarakteristiken.  Be- 
zeichnet man  mit  t  die  Anzahl  dieser  ungeraden  CharaJcteristilen ,  so  ist  stets  t^p  (mod.  4). 

Durch  diesen  Satz  ist  die  vollständige  Analogie  zwischen  den  hier  betrachteten 
allgemeinen  Systemen  von  2^  -f-  2  Charakteristiken  und  den  speciellen,  bei  welchen 
eine  der  2p  -f-  2  Charakteristiken  der  Charakteristik  [0]  gleich  ist,  hergestellt. 


V. 

Ueber  ein 

für  die  Tlieorie  der  Thetafiinctioneii 

fandameiitales  System  linearer  Gleichungen. 


Ein  System  von  n  linearen  GleicliuDgen  zwischen  den  2h  Grössen  .r,,  x.,,  .  . .,  x„, 
x'i,  x'i,  . . .,  x'n,  welches  entweder  die  Form: 

'    1^  ^eiyXy  =  x'i,    ^eiyX,  =  x-i,    .    .    .    .,    ^e„yXy  =  x'n 

1  =  1  v=l  >  =  l 

besitzt  oder  auf  dieselbe  gebracht  werden  kann,  soll  ein  involutorisches  genannt  werden, 
wenn  die  Auflösung  desselben  nach  den  x  als  Unbekannten,  einerlei  welche  Werthe 
man  den  x'  zulegen  mag,  durch  die  Gleichungen: 

(-^i)  ^61,2;',.  =  .Tj,    ^e-iyx'y  =  X.,,    .    .    .    .,    ^enyx'y=x„, 

1  =  1  V=l  1=1 

wobei  die  e  dieselben  Grössen  bezeichnen  wie  in  (^j),  repräsentirt  wird.  Die  noth- 
wendigeu  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  Eintreten  dieses  Falles  sind: 

/TN  .  r  t  '^)  wenn  a  ^  v, 

^  -^  ,  I     .  ■  2^  wenn  ji  =  r, 

• 
man  erhält  dieselben,  indem  man  die  Ausdrücke  für  die  x  aus  dem  Systeme  (J?,)  in 
die  ft'"  Gleichung  des  Systems  (Ai)  einsetzt  und  berücksichtigt,  dass  die  dadurch  ent- 
stehende Gleichung  in  Bezug  auf  die  x'  identisch  erfüllt  sein  muss.  Genügen  die 
Coefficienten  e  den  Bedingungen  (I),  so  erhält  man  für  das  Quadrat  der  Determinante 
z/  =  27  +  611622  ••  •  e„n  den  Werth  1,  d.  h.  es  ist  •r/-=  1,  J  ^  +1;  auch  ist  dann 
für  jedes  ft  und  v  von  1  bis  n  Cf.y  ='zJCy,,,  wenn  mit  ef,y  der  Coefficient  von  6,,,  in 
der  Determinante  z/,  oder  was  dasselbe,  die  zu  e„,  gehörige  erste  ünterdeterminante 
bezeichnet  wird. 

Ein  System  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen  den  2n  Grössen  a:,,  x.>,  . .  .,  Xn, 
x\,  x'i,  .  . .,  x'n,  welches  entweder  die  Form: 

(^^•'  ^eiyXy    =    x'l,         ^CiyXy^X'i,         .        .        .        .,         ^  C  „  y  X ,     =    x\ 

.  =  1  .  =  1  •  =  ! 

besitzt  oder  auf  dieselbe  gebracht  werden  kann,  soll  dagegen  ein  orthogonales  genannt 
werden,  wenn  die  Auflösung  desselben  nach  den  x  als  Unbekannten,  einerlei  welche 
Werthe  man  den  x    zulegen  mag,  durch  die  Gleichungen: 

(-ßj)  ^Cii-;  =Xi,    ^e.ä.r'.  =a'.,,    .    .    .    .,     ^e.,x',,  = -t,. 

1  =  1  1=1  *=i 

Frym,  die  RieniaDD'icbo  Tbetafürmel.  10 
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■wobei  die  e  dieselben  Grössen  bezeichnen  wie  in  (A,),  repräsentirt  wird.  Die  noth- 
wendio-en  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  Eintreten  dieses  Falles  sind: 

0,  wenn  u  ^  v, 

'-    /  /,i  11    I     ,■<-.-    I  I     f  j^  wenn  (i  =  v, 

man  erhält  sie  durch  dasselbe  Verfahren,  wie  es  oben  zur  Herstellung  von  (I)  augegeben 
wurde;  genügen  die  Coefficienten  e  den  Bedingungen  (II),  so  erhält  mau  hier  gleich- 
falls z/'^  =  1,  z/  =  +  1 ;  dagegen  ist  nunmehr  für  jedes  [i  und  v  von  1  bis  n  e^,,.  =  z/e,,^. 
Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  für  eiu  System  vou  n  linearen  Gleichungen, 
wie  es  unter  (^,)  und  (Jg)  aufgestellt  wurde,  die  Bedingungen  (I)  und  (II)  gleichzeitig 
erfüllt  sind.  Ein  solches  System  besitzt  dann  sowohl  alle  Eigenschaften  eines  iuvolu- 
torischen  wie  alle  Eigenschaften  eines  orthogonalen  Systems  und  soll  dem  entsprechend 
ein  orthogonales  involutorisches  System  genannt  werden.  Da  aus  (I)  die  Gleichung 
Cf^r  =  -^Cr/u,  aus  (II)  die  Gleichung  e,,,.  =  ^f,,,  folgt,  so  müssen  die  Coefficienten  eines 
orthogonalen  involutorischen  Systems  nothwendig  den  Bedingungen: 
(E)  c,r  =  er,,  ,,„,=1,2,...,., 

genügen.  Da  aber  anderseits  durch  Hinzunahme  dieser  Bedingungen  die  Gleichungen 
(I)  in  die  Gleichungen  (II)  und  umgekehrt  diese  in  jene  übergeführt  werden  können, 
so  ergibt  sich,  dass  ein  orthogonales  involutorisches  System  auch  definirt  werden 
kann  als  ein  involutorisches,  dessen  Coefficienten  den  Bedingungen  (E)  genügen,  mit 
demselben  Rechte  aber  auch  als  eiu  orthogonales,  desseu  Coefficienten  deu  Bedingungen 
(E)  genügen. 

In  der  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunctionen  spielen  gewisse  iuvolutörische 
und  orthogonaje  involutorische  Systeme  eine  grosse  Rolle;  im  Folgenden  sollen  dieselben 
aufgestellt  und  untersucht  werden. 


Die  n  =  d-^'  Zahleucomplese,  welche  aus  dem  Symbole: 

hervorgehen,  wenn  man  dariu  an  Stelle  des  Systems  der  2^)  Buchstaben  «j,  u.,,  .  .  .,  Up, 
/3i,  /3,,  .  . .,  ßj,  der  Reihe  nach  die  ö^p  Variationen  der  Elemente  0,  1,  2,  .  . .,  d  —  1  zur 
2^)*™  Classe  mit  Wiederholung  treten  lässt,  sollen  Charakteristiken  genannt  werden. 
Bringt  man  diese  n  Charakteristiken  in  eine  bestimmte,  willkürlich  wählbare,  der  Ein- 
fachheit wegen  mit  der  Charakteristik  [°]  =  [oo^'^o]  beginnende  Reihenfolge,  so  kommt 
jeder  dieser  n  Charakteristiken  eine  bestimmte  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  n  als 
Stellenzahl  zu,  speciell  der  Charakteristik  [[J]  die  Zahl  1.     Man  bezeichne  nun  mit: 

W ""  U.  /«=  •  •  •  !^p^ '  LJ "~  Lc  0, .  ■  "jj 

irgend   zwei   dieser  n  Charakteristiken,    mit  v  die  Stellenzahl   der   ersten,    mit   ;^   die 


—      ( .)     — 


stellenzahl  der  zweiten  und  bilde   aus  den  Elementen  der  beiden  Charakteristiken  den 
Ausdruck: 


I4i  2:k«, 


•,«xex) 


Lässt  man  dann  mit  Rücksicht  auf  denselben  sowohl  für  die  Charakteristik  H  als 
auch,  unabhängig  davon,  für  die  Charakteristik  ;^  eine  jede  der  n  Charakteristiken  treten, 
so  erhält  man  im  Ganzen  >r  Grössen  c,,,,  die  man  der  besseren  Uebersicht  wegen  in 
die  folgende  quadratische  Tabelle  zusammenstelle: 

[:].  •■■[:;]■■•  ■ 


i:] 

Cn     ■ 

■        ■       Cu       ■ 

•      Ci„ 

C] 

Cfil     ■ 

■           ■         Cuy          ■ 

■       ■      Cu  n 

(■nl       ■ 

■           ■          C„y          ■ 

•       Cn  n 

Sowohl  über  der  Tabelle  wie  links  davon  hat  man  sich  die  sämmtlichen  n  Charakte- 
ristiken in  der  gewählten  Reihenfolge  angeschrieben  zu  denken,  so  dass  links  von  f„, 
die  der  Stellenzahl  jt  und  über  c„v  die  der  Stellenzahl  v  entsprechende  Charakte- 
ristik steht. 

Das  so  definirte  System   der  Grössen  c  besitzt  dann  die   folgenden  Eigenschaften: 

1)  Für  jeden  Werth  von  ft  und  v  ist  c„ ,  =  1 ,  c»  i  =  1 ,  Ci  ,=  1 ,  c« «  =  1 ; 
ferner  c„ ,  =  cT,,  oder  c,, ,  c, .,,  =  1 . 

2)  Sind  rl,  |^.l  irgend  zwei  verschiedene  Charakteristiken,  denen  die  Stellen- 
zahlen ft,  fi'  beziehlich  zukommen,  und  versteht  man  unter  der  Differenz  M  —  Im 
dieser  beiden  Charakteristiken  diejenige  (immer  von  [[J]  verschiedene)  Charakteristik  P..J, 
deren  Elemente  für  jeden  Index  x  durch  die  Congrueuzen  Qx  ^^Qx  —  Qx,  Ox'^^Cx  —  Sx  (med.  S) 
bestimmt  sind,  so  hat  man  stets: 


X=p 

2(<'x''x 


x=p 

ZiaxOx 


fxVx) 


x=p 
.    Ziaxo'^^-flxQx) 


und  daher  auch,  wenn  mau  die  zu  P..!  =  [m  —  r .1  gehörige  Stellenzahl  mit  ,u",  wobei 
dann   immer  jt"  >  1,  bezeichnet,  für  jeden  Index  v: 

Cf,r :  c,,y  =  c,,-,. :  1     oder     Cu,  cZ-y  =  f.«  .• 

Man  erhält  daher  aus  irgend  zwei  Horizontalreihen   des  Systems  der  Grössen  c  immer 
wieder  eine  Horizontalreihe  desselben,  wenn  man  jedes  Glied  der  einen  durch  das  ihm 

10* 
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entsprecheude  der  anderen  dividirt,  und  es  entspricht  einer  solchen  auf  zwei  Horizontal- 
reihen bezüglichen  Division  stets  die  Subtraction  der  beiden  den  Horizoutalreiheu  ent- 
sprechenden Charakteristiken.  Dasselbe  gilt  auch  für  irgend  zwei  Verticalreihen.  Aus 
der  letzten  Gleichung  Cf,rC^'v  =  c^i'v  folgt,  da  nach  1)  auch  c,7,,  =  c,,,/  ist,  die  im 
Folgenden  zur  Anwendung  kommende  Relation: 

Cfiv  Cr,,'  =  Cf,"y.  i/'"  >  1,  wenn  fi  -i  f,') 

3)  Es  ist: 


0,  wenn  ft  >  1, 


Man  hat  nämlich  zunächst: 


n,  wenn  ft  =  1. 


,rf-i  "=" 


Cf,i  +  Cf,.^^ h  c„„  = 


V 


Zlay,a^  -  ,«/?/) 


wobei  die  Summation  in  der  Weise  auszuführen  ist,  dass  sämmtliche  '2p  Summations- 
buchstaben  «,  ß  unabhängig  von  einander  die  Werthe  0,  1,  .  .  .,  Ö  —  1  annehmen,  die 
Charakteristik  T"  1  also  die  Reihe  der  n  Charakteristiken  -durchläuft.  Aendert  man  einen 
dieser  Summationsbuchstaben,  z.  B.  K■^  oder  ß^,  um  1,  ersetzt  also  im  allgemeinen 
Gliede  der  die  rechte  Seite  bildenden  Summe  k^  durch  a^  -]-  1,  beziehlich  ß^  durch  ß^  -f~  1? 
so  wird  dadurch  nur  die  Anordnung  der  Summanden  geändert,  der  Werth  der  Summe 
selbst  jedoch  in  keiner  Weise  alterirt.    Anderseits  aber  erlangt  das  allgemeine  Glied  der 

27ti 

Summe  bei  Aenderuug  von  «^  um  1  den  Factor  e  ^     ^,   bei  Aenderung  von  ß^  um   1 

_  ^"'  o 
den  Factor  e      '*     ■*,  der,  da  er  von  den  Summationsbuchstaben  «,  ß  unabhängig  ist,  von 

der  ganzen  Summe  angenommen  wird.  Da  dies  für  A  =  1,  2,  ..-jP  gilt,  so  folgt, 
dass  die  obige  Summe  den  Werth  0  besitzt,  wenn  auch  nur  eine  der  Grössen  p,  a  von  0 
verschieden  ist,  oder,  was  dasselbe,  wenn  ft  >  1.  Sind  dagegen,  entsprechend  dem 
Falle  ft=  1,  sämmtliche  p,  6  gleich  0,  so  hat  jedes  Glied  der  Summe  den  Werth  1, 
die  ganze  Summe  also  den  Werth  n. 
4)  Es  ist  stets: 

0,  wenn  u  ^  u, 

Cf,lCif,'  -j-  Cf,2C2f.'  -\ hc„,.C„,/=  r     ---  r-^^ 

'       '  '  1     .        .  jj  ^  wenn  ;«=  ft . 

Man  hat  nämlich  mit  Rücksicht  auf  das  unter  2)  Gefundene: 

C,,iCif,'  +  C„  ■.€■,„'  -f  •  •  •  -f  C„„C„,,'  =  C„"i  -f  Cu"2  +  •  •  •  +  C„"„, 

wobei  ft"  >  1,  wenn  ft  ^  ft',  dagegen  ft"  =  1,  wenn  ft  =  ft'.  Die  rechts  stehende  Summe 
besitzt  aber  nach  dem  unter  3)  Gefundenen  den  Werth  0,  wenn  ft">  1,  dagegen  den 
Wei-th  n,  wenn  fi"^  1,  womit  die  aufgestellte  Gleichung  bewiesen  ist. 

Schreibt  man  jetzt  in  der  zuletzt  aufgestellten  Gleichung  statt  des  Buchstabens 
ft'  den  Buchstaben  v,  so  erhält  man  die  Relationen: 

0,  wenn  ft  >  v, 

Cf.lCu-i-    Cf,2C.,,.  -] hC/".f'"=  r    <,       J        ,,,  v=l,2,  ...,n; 

'  '  w,  wenn  ft  =  v. 


und  erkennt,  dass  aus  den  Grössen  r,,,,,  indem  man  eine  jede  derselben  durch  l/n=  +  ö'' 
theilt,  Grössen  c,,,,  hervorgehen,  die  als  C^oefficienten  eines  involutorischen  Systems 
betrachtet  werden  können.     Mit  anderen  Worten,  die  Gleichungen: 

(-^)  ^CiyXr^Yn  x[,      ^CivXt  =  yn  x'-i,    .    .    .    .,     x  c„ .  x^  ==  Vn  x. 

1=1  1=1  1=1 

ziehen  immer  die  Gleichungen: 

(^)         ^Ci.a;'v  =  y»  a;i,     _^  f ,. ,  x',.  =  j/w  .r. ,    .    .    .    .,    ^Cn^Xv^Ynx,, 

1=1  1  =  1  v  =  l 

nach  sich,  oder,  was  dasselbe,  es  können  in  den  Gleichungen  (.1)  und  daher  auch  in 
allen  ausschliesslich  auf  Grund  derselben  abgeleiteten  Formeln,  unbeschadet  der  Richtig- 
keit, die  Grössen  x  mit  den  Grössen  x    beziehlich  vertauscht  werden. 

Was  die  aus  den  Grössen  c„y  gebildete  Determinante  /l  =  12  ^c^^c,,,  . . .  Cn  n  be- 
trifft, so  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem  in  Art.  1  über  die  Determinante  eines  involu- 
torischen Systems  Gesagten,  dass  ihr  Quadrat  den  Werth  w"  besitzt. 


3. 

Die  M  =  2'  Zahlencomplexe,  welche  aus  dem  Symbole: 

(f,  E.,   ...   s,) 

hervorgehen,  wenn  man  darin  an  Stelle  des  Systems,  der  q  Buchstaben  s^,  f^,  ...,  «^ 
der  Reihe  nach  die  2'  Variationen  der  Elemente  0,  1  zur  q^""  Classe  mit  Wiederholung 
treten  lässt,  sollen  ebenfalls  Charakteristiken  genannt  werden.  Bringt  man  diese 
n  Charakteristiken  in  eine  bestimmte,  willkürlich  wählbare,  der  Einfachheit  wegen  mit 
der  Charakteristik  (0)  =  (0  0...0)  beginnende  Reihenfolge,  so  kommt  jeder  dieser 
n  Charakteristiken  eine  bestimmte  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  . . .,  «  als  Stellenzahl  zu, 
speciell  der  Charakteristik  (0)  die  Zahl  1.     Man  bezeichne  nun  mit: 

(«)  =  (fi  f.  .  .  .  f,,) ,  (>?)  =  (>?,  t].^  .  .  .  nd 

irgend  zwei  dieser  n  Charakteristiken,  mit  v  die  Stellenzahl  der  ersten,  mit  ju  die 
Stelleuzahl  der  zweiten  und  bilde  aus  den  Elementen  der  beiden  Charakteristiken  den 
Ausdruck: 


<hl  T  <a  'ij— 1  -r  •  ■  •  4-  'q—>  '.;  +  »9  '.i 


Lässt  man  dann  mit  Rücksicht  auf  denselben  sowohl  für  die  Charakteristik  (t)  als 
auch,  unabhängig  davon,  für  die  Charakteristik  {i])  eine  jede  der  n  Charakteristiken 
treten,  so  erhält  man  im  Ganzen  u-  Grössen  r,,,,  die  man  der  besseren  Uebersicht 
wegen  in  die  folgende  quadratische  Tabelle  zusammenstelle: 
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(0)    •     •     •     (a)    • 


(0) 


(v) 


Clv 


Cfi\ 


Cur 


C„l 


C„v 


Cnn 


Sowohl  über  der  Tabelle  wie   links  davon  hat  man   sich  die  sämmtlichen  n  Charakte- 
ristiken  in  der  gewählten  Reihenfolge  angeschrieben  zu  denken,  so  dass  links  von  c^, 
die  der  Stellenzahl  ^,  über  c^,,  die  der  Stellenzahl  v  entsprechende  Charakteristik  steht. 
Das   so  defiuirte  System  der  Grössen  c  besitzt  dann  die  folgenden  Eigenschaften: 

1)  Für  jeden  Werth   von  fi  und  v  ist  c^v  =  1,  c^i  =  1;  Ci.  ==  1,  Ci,,  =  Cv«. 

2)  Sind  {ji),  (r]')  irgend  zwei  verschiedene  Charakteristiken,  denen  die  Stellen- 
zahlen ^,  ft'  beziehlich  zukommen,  und  versteht  man  unter  der  Summe  (tj)  -f-  (tj')  dieser 
beiden  Charakteristiken  diejenige  (immer  von  (0)  verschiedene)  Charakteristik  (i;"), 
deren  Elemente  für  jeden  Index  x  durch  die  Congruenz  rjy  ?^  i?>-  +  V"  (mod.  2)  bestimmt 
sind,  so  ist  stets: 


(-1) 


1  ')?  +  «= '(5—1  +  •  ■  •  +^1t 


x(-l) 


1  i'q  +  f-i  n'i—i  +  •■•  +  ' 


=  (-!■/' 


'(5+ «2 '4—1  H V^  n'i 


und    daher    auch,    wenn    man    die    zu    (rj")  gehörige    Stellenzahl   mit    fi",    wobei    dann 
immer  ft"  >  1,  bezeichnet,  für  jeden  Index  v: 


C/,v  C/,', 


C„"v  . 


Man  erhält  daher  aus  irgend  zwei  Horizontalreiheii  des  Systems  der  Grössen  r  immer  wieder 
eine  Horizontalreihe  desselben,  wenn  man  jedes  Glied  der  einen  mit  dem  ihm  entsprechen- 
den der  anderen  multiplicirt,  und  es  entspricht  einer  solchen  auf  zwei  Horizontalreihen  be- 
züglichen Multiplication  stets  die  Addition  der  beiden  den  Horizontalreihen  entsprechenden 
Charakteristiken.  Dasselbe  gilt  auch  für  irgend  zwei  Verticalreihen. 
3)  Es  ist: 

0,  wenn  ji  >  1, 
wenn  u  =  1. 


Man  hat  nämlich  zunächst: 


+  c,„  = 


+  C/'S  H \-  Cf,„ 


2i- 


1) 


r  +  '2  ','7—,  +■  ■   ■+1,11, 


wobei  die  Summation  so  auszuführen  ist,  dass  sämmtliche  q  Summationsbuchstaben 
£(,  e.,,  .  -.,  £,,  unabhängig  von  einander  die  Werthe  0  und  1  annehmen,  die  Charakte- 
ristik (f)  also  die  Reihe  der  n  Charakteristiken  durchläuft.  Aendert  man  einen  dieser 
Summationsbuchstaben,    z.  B.  e^,    um  1,    ersetzt  also    im    allgemeinen    Gliede    der   die 
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rechte  Seite  bildenden  Summe  b^  durch  6^+1,  so  wird  dadurch  nur  die  Anordnung 
der  Summanden  geändert,  der  Werth  der  Summe  selbst  jedoch  in  keiner  Weise  alterirt. 
Anderseits  aber  erlangt  das  allgemeine  Glied  der  Summe  bei  Aenderung  von  f^  um  1 
den  Factor  (—  1)'''"^+*,  der,  da  er  von  den  Summationsbuchstaben  s  unabhängig  ist, 
von  der  ganzen  Summe  angenommen  wird.  Da  dies  für  A  =  1,  2,  . .  .,  </  gilt,  so  folgt, 
dass  die  obige  Summe  den  Werth  0  besitzt,  wenn  auch  nur  eine  der  Grössen  >;  von  0 
verschieden  ist,  oder,  was  dasselbe,  wenn  ft  >  1.  Sind  dagegen,  entsprechend  dem 
Falle  ft  ==  1,  sämmtliche  f  gleich  (I,  so  hat  jedes  Glied  der  Summe  den  Werth  1,  die. 
ganze  Summe  also  den  Werth  n. 
4)  Es  ist  stets: 

0.  wenn  u  ^  u, 

Cf,ic.i'i  +  0-2  c„'2  +  ■  ■  •  +  Cf.„  c,.'„  =  ^  '  , 

^     '  n,  wenn  «  =  «  . 

Maja  hat  nämlich  mit  Rücksicht  auf  das  unter  2)  Gefundene: 

C,,i  Cf,i  +  C„2  C„2  +  •  •  •  +  C',n  Cf,„  =  C„-j  +  („  2  +  •  •  •  +  f"   -i , 

wobei  .u">  1,  wenn  (i  ^  (i,  dagegen  (i"  =  1,  wenn  ft  =  f*.'.  Die  rechts  stehende  Summe 
besitzt  aber  nach  dem  unter  3)  Gefundenen  den  Werth  0,  wenn  (*">  1,  dagegen  den 
Werth  »?,  wenn  [i"=  1,  womit  die  aufgestellte  Gleichung  als  richtig  bewiesen  ist. 

Schreibt  man  jetzt  in  der  zuletzt  aufgestellten  Gleichung  statt  des  Buchstabens 
fi'  den  Buchstaben  v,  so  erhält  man  die  Relationen: 

,  ,  ,  0,  wenn  u  >  v, 

C^l  Cvl  +  C^ijC,2   +  •  ■  •  +  t>„C„  =  ^  .«,  .  =  1,  ä,  ...,  n. 

n,  wenn  ^i  =  v, 
Berücksichtigt  man  dann  noch,  dass,  wie  schon  unter  1)  erwähnt  wurde,  c„,  =  c,,,  ist,  so 

erkennt  man,  dass  aus  den  Grössen  Cuy,  indem  man  eine  jede  derselben  durch  Yn  =  +  2- 
theilt,  Grössen  e^,  hervorgehen,  die  als  Coefficienten  eines  orthogonalen  involu- 
torischen  Systems  betrachtet  werden  können.     Die  Gleichungen: 

\-^)  ^Ci,x,=  yn  x'i ,      ^CiyX,  =  yn  x'-,,    .    .    .     .,      x,  c. .  x.  =  Vn  x. 

ziehen  daher  immer  die  Gleichungen: 

'■^)  ^.Ciyx'y  ^Yn  x^,      ^c>,  x'y  =  Yfi  ^i)    •    ■    ■    .,     /  .  c. .  o"'.  =  Vti  X. 

r=l  1  =  1  1  =  1 

nach  sich,  oder,  was  dasselbe,  es  können  in  den  Gleichungen  (.1)  und  daher  auch  in 
allen  ausschliesslich  auf  Grund  derselben  abgeleiteten  Formeln,  unbeschadet  der  Richtig- 
keit,   die    Grössen   x   mit    den  Grössen  x'  beziehlich  vertauscht  werden. 

Was  die  aus  den  Grössen  c^»  gebildete  Determinante  .i/  =  Z'  +  c,,  c^j  . .  .  c„„  be- 
triflPt,  so  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem  in  Art.  1  über  die  Determinante  eines  involu- 
torischen  Systems  Gesagten,  dass  ihr  Quadrat  den  Werth  n"  besitzt. 


Das   System   der   im  vorigen  Artikel   aufgestellten   Grössen   c  ist   in   gewissem 

Sinne  abhängig  von  der  für  die  n  Charakteristiken  gewählten  Reihenfolge.     Dasselbe 

nimmt  eine  ungemein   übersichtliche   Gestalt  an,  wenn  man  die  n  Charakteristiken  in 

eine  gewisse,   sogleich  anzugebende   Reihenfolge  bringt,    welche  man  nicht   unpassend 

.die  natürliche  nennen  kann. 

Um  die  erwähnte  Anordnung  zu  erhalten,  verstehe  man  unter  (qo,),  (q).,),  .  .  .,  (q)j) 
die  q  speciellen  Charakteristiken: 

(g,J  =  (100  ...  00) ,     (<p,)  =  (010  . .  .  00),     .  .  .  .  ,     (9,)  =  (000  ...  Ol) , 

allgemein  also  unter  (qPx)  diejenige  Charakteristik,  in  welcher  das  x^  Element  den 
Werth  1  besitzt,  alle  übrigen  dagegen  den  Werth  0  haben,  denke  sich  dann  auf  Grund 
der  Gleichung: 

aus  (cpi),  {<p-i},  ■  ■  •,  (^q)  als  Fundamentalcharakteristiken  die  sämmtlichen  n  Charakte- 
ristiken zusammengesetzt  und  ordne  dieselben  nach  dem  Schema: 

(0),     (qP.),  I  (<P.),     (qPi)  +  (9-J,  I  i'Pz),     M  +  (fa),     ('P2)  +  (93).     (<Pi)  +  (9.)  +  (qPa).  I 

ifi),     iVi)  +  iVi),     (92)  +  i'Pi),  •  ■  ■  ;   iVi)  +  («Pa)  +  (fs)  +  (fi),  I  («Pö),     (9i)  +  («Ps). 

welches  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  für  x  ^  1,  2,  . . .,  q  aus  den  ersten  2''~^  Cha- 
rakteristiken durch  Addition  der  Charakteristik  (cpy)  zu  einer  jeden  derselben  die 
folgenden  2"^-^  der  Reihe  nach  hervorgehen.  Die  durch  das  Schema  (Q)  bestimmte 
Reihenfolge  der  n  Charakteristiken  soll  nun  die  natürliche  genannt  werden.  Bei 
ihr  entspricht  allgemein  der  Charakteristik  («j  £-2  •  •  ■  ^1)  ^^^  Zahl: 

als  Stellenzahl,  speciell  der  Fuudamentalcharakteristik  (cp,)  die  Zahl  1  -{-  2'~' . 

Unter  Zugrundelegung  der  gewählten  Reihenfolge  der  Charakteristiken  erhält 
man  die  der  Charakteristik  (t;)  entsprechende  Horizontalreihe  des  Systems  der  Grössen 
c  —  die  ft'*,  wenn  /x  die  Stellenzahl  der  Charakteristik  (»;)  ist  —  in  der  Form: 

1,  (-D'Mi-i)"'-',  (-i)"^+""-M(-i)"'-%  (-l)"■^+"'-^  (-1) "■'-'+'"-%  (_!)•'.+'.•.-> +".-,1 

und  erkennt  sofort  die  Analogie,  welche  zwischen  dem  Bildungsgesetze  dieses  Schemas 
und  dem  des  früheren  (4»)  besteht.  Sehr  einfach  gestalten  sich  die  den  q  Fundamental- 
charakteristiken (931),  {(p-i),  .  .  .,  (cpq)  entsprechenden  Horizontalreiheu;  allgemein  haben 
bei  der,  der  Charakteristik  (jpx)  entsprechenden,  2''~^  +  1*°°  Horizontalreihe  die  ersten  2'~* 
Elemente  den  Werth  -|-  1,   die  darauf  folgenden  2'^^  den    AVerth  —  1,   die  nächsten 
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2^—'  wieder  den  Werth  -\-  l  u.  s.  w.  Sind  diese  ausgezeiclineten  Horizontalreiheu 
einmal  aufgestellt,  so  kann  man  aus  ihnen  ohne  Mühe  jede  beliebige  Horizontalreihe 
erzeugen,  indem  man  berücksichtigt,  dass  aus  zwei,  den  Charakteristiken  (ij) ,  (jj')  beziehlich 
entsprechenden  Horizontalreihen  des  Systems  die  der  Charakteristik  (tj")  =  (>])  +  ' »/ 1 
entsprechende  Horizontalreihe  entsteht,  wenn  man  jedes  Glied  der  einen  mit  dem  ihm 
entsprechenden  der  anderen  multiplicirt. 

Die  nachstehenden,  den  Wertheu  5  =  1,  2,  3,  4  entsprechenden  S3'sterae  der 
Grössen  c  mögen  das  Gesagte  veranschaulichen.  Es  sind  dabei,  der  Einfachheit  wegen, 
an  Stelle  der  für  die  c  auftretenden  Zahlen  +1,  —  1  nur  die  betreffenden  Vorzeichen 
-|-.  —  gesetzt. 


+  + 

+  -I 


5  =  2 

+  +  +  + 

+  + 

+  -  +  - 

+  --  + 

2  =  3 


++++++++ 

+  +  +  + 

++--++ — 

+  + +  + 

+-+-+-+- 

+-+- -+-+ 

I+--++--+ 

+--+-++- 

2  =  4 

++++++++++++++++ 

++++++++ 

+  +  +  + +  +  +  + 

+  +  +  + +  +  +  + 

++--++--++--++-- 

+  +  --  +  + +  +  --  +  + 

+  + +  +  +  + +  + 

+  + +  +  --  +  +  +  +  -- 

+-+-+-+-+-+-+-+- 

+  -  +  -  +  -+ +  -  +  -  +  -  + 

+  -  + +  -  +  +  -  +  --  +  -  + 

+-+--+-+-+-++-+- 

+ ++ ++--++--+ 

+  --  +  + +  -  +  + +  +  - 

+ +-++-+--+-++- 

+ +-++--++-+ + 

Bezeichnet  man  die  n  Charakteristiken  durch  die  bei  der  natürlichen  Reihen- 
folge (^)  ihnen  zukommenden  Stellenzahlen,  so  kann  auch  leicht  eine  Tabelle  für  die 
Addition  der  Charakteristiken  entworfen  werden.  Dem  Falle  2  =  4  z.  B.  entspricht 
die  auf  der  folgenden  Seite  stehende  Tabelle.  Bei  ihr  ist  in  das  der  ,u"°  Horizontal- 
reihe und  I'""  Verticalreihe  gemeinsam  angehörende  Quadrat  die  Stellenzahl  derjenigen 
Charakteristik  aufgenommen,  welche  die  Summe  der  den  Stellenzahlen  jt  und  i'  ent- 
sprechenden Charakteristiken  repräscntirt.  Entnimmt  man  dieser  Tabelle  jene  kleineren 
in  ihr  enthaltenen  quadratischen  Tabellen,  welche  aus  den  den  ersten  2,  4,  >*  Horizontal- 
reihen und  Verticalreihen  gemeinsamen  Quadraten  beziehlich  bestehen,  so  erhält  man 
die  den  Fällen  q  =  l,  2,  3  entsprechenden  Additioustabellen;  auch  erkennt  mau  leicht, 
wie  mau  die  Tabelle  fortzusetzen  hat,  um  zu  den  den  Fällen  7  =  5,  G, .  .  .  entsprechenden 
Additionstabellen  zu  gelangen. 

Prym,  die  Kiemann'sclie  Tbetaformel.  11 
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Zwischen  dem  zur  Zahl  q  gehörigen  Systeme  der  Grössen  c  und  der  der- 
selben Zahl  entsjjrechenden  Additionstabelle  der  Charakteristiken  besteht  ein  eigen- 
thümlicher  Zusammenhang,  über  den  man  in  einer  Arbeit  des  Herrn  Puclita*)  das 
Nähere  findet. 

Der  Fall,  wo  q  eine  gerade  Zahl  ist,  q  =  2p,  hat  für  das  Folgende  eine  be- 
sondere Bedeutung  und  soll  desshalb  hier  noch  etwas  eingehender  behandelt  werden. 
In  diesem  Falle  kann  man  nämlich  an  Stelle  der  einreihigen  Charakteristiken  zwei- 
reihige einführen,  indem  man  bei  den  Charakteristiken  (f ,  f  ^  ...  i-ij),  (ijiij-,  •••  V'^p)'- 


f/J  +  l   —   ip,        fp+2  =   tj,-l, 

Vp+i  ==  V'p,    Vp+-i  =  v'p-1, 


e-2i,  =  fi, 


setzt  und  dann: 

(f i  .  . .  f^  4  .  .  .  s[)  durch  l^\ ' '  ■  ^?'  ] ,     (»jj  .  .  .  rjp  yf^  .  .  .  tj',)    durch  [|j!_  ' ' '  '^f  ] 


*)  Puclita,  Ein  Determinantensatz  und  seine  Umkehrung.  Denkschriften  der  math.-naturw. 
Classe  der  Wiener  Akademie,  Bd.  XXXVIII,  1878.  Vergl.  auch:  Niither,  Notiz  über  eine  Classe  sym- 
metrischer Determinanten.  Math.  Annalen,  Bd.  XVI,  pag.  551.  Ebenso:  Gegenbauer,  Ueber  eine  specielle 
symmetrische  Determinante.  Sitzungsberichte  der  math.-naturw.  Classe  der  Wiener  Akademie, 
Bd.  LXXXII,  1880. 
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ersetzt.  Mit  Rücksiclit  liierauf  nimmt  jetzt  der  für  c,,r  aufgestellte  Ausdruck  die 
Gestalt: 

>r  =  p 

r„..  =  (-ir=' 

au,  und  die  2j*  Fuiidamcntalcharakteristiken  {(pj,  (f.,),  ■  ■  ■,  (f.,  )  erhalten,  wenn  nian 
das  r-malige  Nacheinandervorkounnon  der  Verticalreihe  ||  durch  (")'  bezeichnet,  die  Form: 

w  =  [i(r/-'j,    [<p.j  -[HO"-'],  .  ■  ■  ■,    ['Pp]  =10"-' i], 
[9'2p]  ==  n Q'-'j,  [<f^,-i]  =  iyAiy-'],  .  .  .  .,  [<Pn+i]  =  [(.:)"-'':]■ 

Nennt  man  eine  Charakteristik  L.'       f  \  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem 

,  =  i)        ^  1=;) 

2,"  £,.  £,.  ^n  0  (mod.  2),  oder  Z'  £,.  d-^i  1  (mod.  2)  ist,  so  kann  man  bei  der  gewählten  Reihen- 
»•=1  1=1 

folge    der  Charakteristiken    leicht  die    den   ungeraden  Charakteristiken    entsprechenden 

Stellenzahlen    angeben.      Lässt    man    nämlich    die    Charakteristik       !        'die    auf- 

<-''■■■  'p  j 

gestellte  Reihe  der  2^p  Charakteristiken  durchlaufen ,  so  nimmt  der  Ausdruck 
( —  j^yi'i  +  'j'^H  l-«pfp  jgj.  Keihe  nach  dieselben  Werthe  an,  wie  der  zur  Zahl  q=p 
gehörige  Ausdruck  c,,  ,,  =  (— 1)'' ''''"'" '^''^-'"^  l-'j)''i^  wenn  der  Doppelindex  [iv  sich 
so  ändert,  dass  der  Reihe  nach  die  Grössen  Cu,  .  . .,  ci,,,  C21,  ■  ■  .,  Co„,  . . .  .,  c„\,  .  .  .,  €„„, 
n  =  2'',   entstehen.      Um    also    die    Stellenzahlen    zu    finden,    die    bei    der   natürlichen 

Reihenfolge  der    Charakteristiken   von    der  Form      !         f      den    ungeraden   Charakte- 

L«  1  •  •  •  i  pJ 

ristikeu  zukommen,  nehme  man  das  dem  Falle  g  =p  entsprechende  quadratische  Sj'steui 
der  Grössen  c  und  bringe  durch  Aneina;iderfügen  der  n  Horizontalreihen  desselben 
die  Grössen  c  in  eine  einzige  Horizontalreihe,  so  dass  in  dieser  allgemein  c„,  an 
(ft  —  \)n  -\-  v'"  Stelle  steht;  dann  sind  die  Stellenzahlen,  welche  den  den  Werth  —  1 
besitzenden  Grössen  c  zukommen,  zugleich  diejenigen,  welche  den  ungeraden  Charakte- 
ristiken von  der  Form  !  f  bei  der  natürlichen  Reihenfolge  entsprechen.  Beispiels- 
weise  findet  man  aus  der  oben  für  g  =  2  aufgestellten  Tabelle,  dass  den  ungeraden 
Charakteristiken  von  der  Form  \\  M  in  der  natürlichen  Reihenfolge  die  Stellenzahlen 
7,  8,  10,  12,  14,  15  zukommen. 


o. 

Das  am  Ende  des  Art.  ?>  aufgestellte  System  linearer  Gleichungen  {A)  soll 
jetzt  ausschliesslich  unter  der  Voraussetzung,  dass  q  gerade  ist,  q  =  2]^,  weiter  behandelt 
werden.  Dabei  sollen  durchweg  an  Stelle  der  einreihigen  Charakteristiken  die  am 
Schlüsse  des  vorigen  Artikels  aufgestellten  zweireihigen  eingeführt  werden,  unter  Bei- 
behaltung der  im   Frühereu    festgesetzten   natürlichen    Reihenfolge. 
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Unter  dieser  Voraussetzung  nimmt  das  System   (A)  die  Gestalt: 

2>'xi  =  dl  .Ti    H \-Cu.Xr-i 1-  Cm a-„, 


^x'„  =  c„i  a-i  H h  c„r  a\.  -\ \-  c„„x„, 


an,  wobei  allgemein: 


ist  wenn  [f]  =  1"''  '?*  1  und  [r]]  =  ]'','■  Z?*  diejenigen  Charakteristiken  sind,  welche  in 
der  natürlichen  Reihenfolge  v  imd  (i  beziehlich  als  Stellenzahlen  besitzen,  so  dass  also  das 
System  der  Coefficienten  c  dargestellt  wird  durch  das  der  Zahl  q  =  2p  entsprechende, 
aus  den  Zahlen  +  1,  —  1  gebildete  quadratische  Schema,  dessen  Entstehung  im  Vorigen 
auseinandergesetzt  wurde. 

Das  aufgestellte  Gleichnngensystem  iß)  ist  für  die  Theorie  der  allgemeinen 
Thetafunctionen  von  fundamentaler  Bedeutung  und  soll  daher  jetzt  eingehender  untersucht 
werden.  Zu  dem  Ende  empfiehlt  es  sich  eine  andere  Bezeichnung  einzuführen.  Allgemein 
repräsentire  man  x,.  durch  %;,  x],  durch  x'[,,],  wenn  [«],  [i?],  wie  oben,  die  den  Stellen- 
zahlen V,  fi  in  der  natürlichen  Reihenfolge  entsprechenden  Charakteristiken  sind,  und 
führe  gleichzeitig,  nachdem  man  zur  Abkürzung:  , 

gesetzt  hat,  an  Stelle  von  c,,,.  den  Ausdruck  (— 1)''- '  ^''^  ein.  Die  ft'"  Gleichung  des 
obigen  Systems  nimmt  dann  die  Form: 

{F)  2^4,]  =  2(-lf "'%], 

an,  wobei  die  Summation  über  alle  Terme  zu  erstrecken  ist,  die  aus  dem  allgemeinen 
Gliede  entstehen,  indem  man  an  Stelle  von  [s]  nacheinander  sämmtliche  2'-^'  Charakte- 
ristiken in  der  natürlichen  Reihenfolge  treten  lässt.  Aus  dieser  Gleichung  gehen  dann 
die  sämmtlichen  n  Gleichungen  des  Systems  {S)  hervor,  indem  man  für  [i]\  nach- 
einander die  sämmtlichen  2-^  Charakteristiken  in  der  natürlichen  Reihenfolge  setzt. 
Da  von  jetzt  an  bis  zum  Schlüsse  der  Arbeit  nur  noch  zweireihige,  aus  den 
Zahlen  0,  1  als  Elementen  zusammengesetzte  Charakteristiken  auftreten,  so  kann  für 
diese,  ohne  dass  dadurch  ein  Missverständniss  zu  befürchten  wäre,  eine  abgekürzte  Be- 
zeichnung eingeführt  werden.  Mit  Rücksicht  auf  das  schon  oben  angewandte  Zeichen 
[i]  sollen  weitere  der  ^.'^i'  Charakteristiken  durch  Zeichen  fixirt  werden,  welche  aus  [«] 
dadurch  entstehen,  dass  man  entweder  verschiedene  Buchstaben  oder  denselben  Buch- 
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Stäben  mit  verschiedenen  Indices  an  Stelle  von  e  in  die  Cliarakteristikenklammer  setzt; 
die  Charakteristik  [l'":::!!]  möge  durch  das  Zeichen  [0]  repräsentirt  werden.  Ferner 
soll  dann  die  Summe  [fj  +  ['?]  irgend  zweier  Charakteristiken  [^  |  und  [rj]  abgekürzt 
durch  [tt]],    und   entsprechend    eine    aus   mehreren   Charakteristiken    zusammengesetzte 

Summe   von   der  Form    |f J  -{- [rj]  -] 1-  [«]  oder   [f,]  +  \a.^  -\ 1-  [i,]  abgekürzt 

durch  [sr]  .  .  .  a]  oder  [fj  «^  •  •  •  ^rl  beziehlich  bezeichnet  werden.  Dabei  ist  nicht  zu  ver- 
gessen, dass  nach  früherer  Definition  [«]  +  [rj],  und  jetzt  also  [erj],  diejenige  Charakte- 
ristik [t]  aus  der  Reihe  der  2-''  Charakteristiken  bezeichnet,  deren  Elemente  g,,,  gi  für 
X  =  1,  2,  .  .  .,  i?  durch  die  Congruenzen  J^  ^  £z  +  »?x,  i;^  ^^  f^  -f-  rf,,  (mod.  2)  be- 
stimmt sind. 

Unter  Anwendung  dieser  Abkürzungen  lassen  sich  die  Gesetze,  denen  die 
Symbole  von  der  Form  (—  1)  '      '  gehorchen,  leicht  lixiren.     Man  hat  nämlich: 

Der  einfacheren  Schreibweise  wegen  sollen  von  jetzt  an  bei  diesen  Symbolen  die  Cha- 
rakteristikenklammern unterdrückt  werden,  so  dass  beispielsweise  (—  1)  '  an  Stelle  von 
(—1)         ,  (—  1)  an  Stelle  von  (—1)  tritt. 

Noch  sind  einige  Definitionen  für  das  Folgende  nothig.  Irgend  m  Charakte- 
ristiken, unter  denen  die  Charakteristik  [0]  nicht  vorkommt,  sollen  linearunabhängig 
genannt  werden,  wenn  keine  der  Summen,  die  man  aus  ihnen  als  Summanden  bilden 
kann,  der  Charakteristik  [0]  gleich  ist.  Bildet  man  aus  m  linearunabhängigen  Cha- 
rakteristiken [£,],  \a.,\,  . .  .,  [£„,]  alle  Summen  von  je  2,  3,  . . .,  m  derselben,  nimmt  auch 
zu  den  so  entstandenen  Charakteristiken  die  m  Charakteristiken  [;,],  [s.J,  . .  .,  [e„,]  selbst 
und  die  Charakteristik  [0]  noch  hinzu,  so  erhält  man  im  Ganzen  2'"  Charakteristiken: 

[0],     [£,],!  [f^],     [£.  *o],|[f3l,     [e,e,\,     [e,t,\,     {e,s,a,\,\[t,],[s,t,],  .... 

von  denen  keine  zwei  einander  gleich  sind.  Ein  in  dieser  Weise  gebildetes  System 
von  Charakteristiken  besitzt  dann  die  Eigenschaft,  dass  es,  abgesehen  von  der  Reihen- 
folge seiner  Charakteristiken,  stets  in  sich  selbst  übergeht,  wenn  man  zu  allen  in  ihm 
enthaltenen  Charakteristiken  eine  beliebige  derselben  addirt,  und  es  kann  dasselbe  auch 
umgekehrt  durch  diese  Eigenschaft  definirt  werden.  Bilden  nämlich  r  Charakteristiken 
ein  System  von  der  erwähnten  Beschaffenheit,  und  bezeichnet  man  mit  m  die  grösste 
Anzahl  von  linearunabhängigen  Charakteristiken,  die  man  aus  demselben  herausgreifen 
kann,  entsprechend  mit  [J,],  l^äJ,  .  . .,  [tm]  solche  m  herausgegriflene  linearunabhängige 
Charakteristiken,  so  stellen  diese  ni  zusammen  mit  den  Summen  von  je  2,  3,  . . .,  iii  der- 
selben im  Ganzen  2'"  —  1  der  r  Charakteristiken  dar,  und  es  kann  ausser  diesen  2"" —  1  und 
der  Charakteristik  [0],  die  der  Definition  zufolge  auch  in  dem  Systeme  enthalten  sein 
muss,  keine  weitere  Charakteristik  mehr  darin  vorkommen,  da  im  anderen  Falle  aus 
den  r  Charakteristiken  mehr  als  m  liuearunabhängige  herausgegriffen  werden  könnten. 
Die  Zahl  r  muss  daher  mit  der  Zahl  2'"  übereinstimmen,  und  das  System  dieser  2™  Cha- 


rakteristiken  ist  von  derselben  Art,  wie  das  vorher  betrachtete,  insofern  als  es  sich 
mit  Hülfe  der  Charakteristiken  [gj,  [gj],  ...,  [g„]  in  derselben  Weise  aufbauen  lässt, 
wie  dieses  mit  Hülfe  der  Charakteristiken  [fj,  [£3],  .  .  .,  [cj.  Jedes  derartige 
System  von  2"  Charakteristiken  soll  nun  ein  zur  Zahl  ni  gehöriges  vollständiges 
System  genannt  werden,  insofern  als  dasselbe  auch  dadurch  definirt  werden  kann,  dass 
jede  Summe,  welche  man  aus  Charakteristiken  desselben  bilden  kann,  ebenfalls  in  ihm 
vorkommt.  Wie  leicht  ersichtlich,  kann  man  aus  einem  zur  Zahl  m  gehörigen  vollständigen 
Systeme  auf  mehrere  Weisen  m  linearunabhängige  Charakteristiken  auswählen;  jedes 
solche  System  von  m  Charakteristiken  soll  eine  Basis  des  vollständigen  Systems 
genannt  werden.  Da  es  im  Ganzen  nur  2'^p  verschiedene  Charakteristiken  gibt,  so  kann 
m  niemals  grösser  als  2jj  sein:  zur  Zahl  »h  =  2p  gehört  nur  ein  vollständiges  System, 
dasjenige,  welches  alle  2-p  Charakteristiken  enthält;  die  im  vorigen  Artikel  mit 
[(jdJ,  [qPo],  .  .  •,  \fpii'\  bezeichneten  zweireihigen  Charakteristiken  bilden  eine  Basis  desselben. 
Nach  diesen  Vorbereitungen  gehe  man  auf  die  für  eine  beliebige  Charakte- 
ristik [7;]  geltende  Formel: 

zurück  und  setze  darin  an  Stelle  von  [?;J  der  Reihe  nach  die  2'"  Charakteristiken: 
haj,     [na->],     ■    ■    ■,     [nor],  r  =  2"', 

indem  man  unter  [ij]  wieder  eine  beliebige  Charakteristik,  unter  [«J,  [«.,],  .  .  ,,  [a^-] 
dagegen  die  2"'  Charakteristiken  eines  zur  Zahl  m  gehörigen  vollständigen  Systems 
versteht,  welches  die  m  Charakteristiken  [aj,  [«^J,  .  .  •,  [«,«]  als  Basis  besitzen  möge 
und  nach  dem  Schema: 

[0],        [«l],|[«2])        [«1   «2])  I   [«sJj        [«1   «3])        [«2  «3])        [«1   «2   «3])  I   [«Jj        [«1«4]>---- 

geordnet    sein    soll.      Multiplicirt    man    dann    die    so    entstandenen    Gleichungen    mit 

(—  1)  ',  ( —  1)  ',  •  .  .,  ( —  1)  ''  beziehlich,  indem  man  unter  [^]  ebenfalls  eine 
ganz  beliebige  Charakteristik  versteht,  und  addirt  dieselben,  so  erhält  man  zunächst 
die  Gleichung: 

2^'5(-  1)^^  '  "'  *■;.;«„]  =  2  f-  1)'  '  "  [1   +  (-  if'  ""]•••[!  +  (-  1)''  '  "'"]  ^v.  , 

e=i  ^         ff- 

da: 

(-i/""'+(-ir"""-+---+r-ir^'"'"=[i+(-iy""*]  •  •  •  [i+(-iv"""'] 

ist.  Eine  jede  der  vi  Grössen  ( —  1)  ';•••)  ( —  1)  "j  tüß  in  *^em  letzten  Producte 
vorkommen,  kann  nur  den  Werth  -\-  1  oder  den  Werth  —  1  haben,  und  es  hat  daher 
das  genannte  Product  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  und  zwar  den 
Werth  2'",  wenn  die  m  angeführten  Grössen  sämmtlich  den  Werth  -\-  1  besitzen,  oder, 
mit  anderen  Worten,  wenn  die  betreffende  Charakteristik  [«]  die  Bedingungen: 

(-lj"^""=  +  i,  (-i/^^""=  +  i,  .  .  .  .,  (_  if^'"'''=4-i 
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erfüllt.  Alle  diesen  Bedingungen  genügenden  Charakteristiken  [i]  erhält  man  aber, 
indem  man  zu  den  siimmtlichen  Lösungen  [§]  des  Gleicliungensystems: 

(-1)'""=  +  !,    (-l/'"  =  +  l,    .    .   .   .,   (-1)''""'=+1 
die  Charakteristik  [gj  addirt. 

Da  die  m  Charakteristiken  [a,J,  (a^,|,  . .  .,  [«„,]  linearunabhängig  sind,  so  gibt 
es,  nach  der  Lehre  von  den  linearen  Congruenzen*j,  unter  den  siimmtlichen  2*''  Cha- 
rakteristiken im  Ganzen  s  =  2'-''~"'  Charakteristiken,  von  denen  jede,  an  Stelle  von  | 
gesetzt,  den  aufgestellten  Gleichungen  genügt,  und  von  denen  eine  immer  die  Charakte- 
ristik [0]  ist.     Dieselben  sollen   in  einer  sjjüter  festzusetzenden  Reihenfolge  mit: 

IM,  ly,    •    •    .,    [h,],  5  =  2^/'-'", 

bezeichnet  werden.  Berücksichtigt  man  dann,  dass  die  Summe  [6;.  6„J  irgend  zweier 
dieser  Charakteristiken  ebenfalls  eine  Lösung  der  aufgestellten  Gleichungen  ist,  also  gleich- 
falls dem  Systeme  der  Charakteristiken  [&J  angehört,  so  erkennt  man,  dass  die  2*''""' 
Charakteristiken  [6]  ein  zur  Zahl  2p  —  m  gehöriges  vollständiges  System  bilden. 

Nachdem  dieses  festgestellt,  bezeichne  man  mit  f^J,  [ß-,],  .  .  .,  [ß-ip-m]  eine 
Basis  dieses  Systems  und  fisire  die  2^p~"'  Charakteristiken  desselben  in  der  Reihenfolge: 

[0],      [ßj,nß2],       [ßlß2\,\lß»],        [ß^ßs],        [^2^],        [ßiß-^ßzhlißAl        [/3l^4J,      .      ■      •      • 

durch  die  schon  oben  eingeführten  Symbole  [6J,  [b.^],  ■  .  .,  [&»].  Da  je  2p  —  m  linear- 
unabhängige  Charakteristiken  [b]  und  nur  solche  2p  —  ni  eine  Basis  des  Systems  bilden, 
so  reducirt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  vorhergegangene  Definition  der  Charakteristiken 
[b]  die  Bestimmung  einer  Basis  des  Systems  auf  die  Bestimmung  von  2p  —  m  linear- 
unabhängigen den  Gleichungen: 

(-if"'  =  +  i,  (-1)""'=  +  ! ,  (-iy"'"'  =  -f-i 

genügenden  Charakteristiken  [|]  =  [/3,],  [ß^],  ■  ■  •,  [ßsp-m]- 
Bildet  man  jetzt  die  2-p-'"  Charakteristiken: 

[S&J,  [tb,],  .  ■  ■,  [tbs], 
so  repräsentiren  dieselben  nach  dem  vorher  Bemerkten  die  sämmtlichen  Lösungen  des 
oben  für  [e]  aufgestellten  Gleichungensystems.  Auf  der  rechten  Seite  der  früheren,  aus 
(F)  abgeleiteten  Gleichung  bleiben  daher  nur  diejenigen  Glieder  stehen,  für  welche 
[s]  =  [gtj],  [g6J,  . .  .,  [^b,\  ist,  und  man  erhält  so  schliesslich  nach  einfacher  Um- 
formung die  neue  Gleichung: 

(F')  2^-"  2  (-  1) " "'  <->a,:  =  (-  iV'  "  J'  (-  1)" ' '"  ^[f*a:  • 

In  dieser  Gleichung  (F")  kann  nun  sowohl  für  [>;]  wie  für  |$]  eine  jede  der 
2^''  Charakteristiken  gesetzt  werden.  Es  entstehen  aber  auf  diese  Weise  im  Ganzen 
nur  2*P  verschiedene  Gleichungen,  wie  die  folgende  Ueberlegung  zeigt. 

*)  Vergl.  hierzu:  Frobenius,  üeber  das  Additionstheorem  der  Thetafunctionen  mehrerer 
Variubeln.     Crelle's  Jourual,  Bd.  89,  pag.  190,  Satz  I. 


Man  ei-gänze  zunächst  das  System  der  m  Charakteristiken  [a^],  [a.^],  . .  .,  [«„,] 
durch  Hinzunahme  von  2p  —  m,  auf  mehrere  Weisen  bestimmbaren,  Charakteristiken 
[a'i]  [«2I,  •  •  •)  W-ip—m]  zu  einem  Systeme  von  2p  linearuuabhängigen  Charakteristiken, 
entsprechend  das  System  der  2 j)  —  m  Charakteristiken  [ß^],  [ß.^l,  .  .  .,  [ßip-,n'\  durch 
Hinzunahme  vom  m  passend  gewählten  Charakteristiken  {ß\'\,  [ß'-i],  .  .  .,  [/3'„,]  gleich- 
falls zu  einem  Systeme  von  2p  linearunabhängigen  und  bilde  dann  sowohl  das  zu 
Wi],  [«2],  ■  •  •,  W'-ip-m]  als  Basis  gehörige  vollständige  System: 

[0],      [ß'l],    I    [«2],      [a'l«2],   I  [«3],       [«'ißs],      [ß2«3],       [«i«2«3],    I    [«4],       [f'iC^'i],      .... 

dessen  Charakteristiken  in  der  vorliegenden  Reihenfolge  mit: 

[a\],     [«2],     .    .    .,     [a'A,  .         s  =  2^^— , 

bezeichnet  werden  sollen,  wie  auch  das  zu  [ß'i],  [ß'2],  .  .  .,  [ß',n\  als  Basis  gehörige  voll- 
ständige System: 

[0],  [ßWAm,  {ß\ß'AMß'A,  [ß\ß'A,  [ß'^ß'i],  [ß\ß'2ß'z\Am,  \ß\ß'^^,  .  .  .  ■ 

dessen  Charakteristiken  in  der  vorliegenden  Reihenfolge  mit: 

[h\],     [i:^,     .    .    .,     [K],  r  =  2"', 

bezeichnet  werden  sollen.  Da  sowohl  die  2p  Charakteristiken  [«,],  [«J,  .  .  .,  [«„,], 
[ß'l],  [K2],  •■.,  [ßssp-m]  als  auch  die  2p  Charakteristiken  [/JJ,  [/3J,  .  .  .,  [ß2p-,„\, 
[ß'i\>  [ß'i]'  •  •  •>  Iß'"']  ^^^^  Basis  desjenigen  vollständigen  Systems,  welches  alle  2^p  Cha- 
rakteristiken enthält,  bilden,  so  erhält  man  sämmtliche  2~p  Charakteristiken,  und  zwar  jede 
nur  einmal,  sowohl,  wenn  man  in  der  Summe  [«z«^],  als  auch,  wenn  man  in  der  Summe 
[biby]  die  Zahl  x  die  Werthe  1,  2,  .  .  .,  r  und  unabhängig  davon  die  Zahl  A  die  Werthe 
1,  2,  .  .  .,  s  annehmen  lässt.  Berücksichtigt  man  nun,  dass  sowohl  beim  Uebergange 
von  [7]]  in  [rjOy]  wie  auch  beim  Uebergange  von  [g]  in  [^h]  die  Formel  (F'),  ab- 
gesehen von  der  Anordnung  der  Summanden  und  einem  im  ersten  Falle  hinzutretenden, 
allen  Gliedern  gemeinsamen  Factor,  wieder  in  sich  selbst  übergeht,  so  erkennt  man, 
dass  einerseits  [t;]  =  [Uy.a'x]  dieselbe  Formel  wie  [i;J  =  [«;.],  anderseits  [g]  =  [bxh'x]  die- 
selbe Formel  wie  [g]  =  [b'x]  liefert,  und  dass  man  daher  sämmtliche  in  (F')  enthaltenen 
speciellen  Gleichungen  gewinnt,  wenn  man  an  Stelle  von  [rj]  der  Reihe  nach  die  Charakte- 
ristiken [dl],  [a'2],  .  .  .,  [a's]  und  unabhängig  davon  an  Stelle  von  [g]  der  Reihe  nach  die 
Charakteristiken  [b'i],  [b'2],  .  .  .,  [K]  treten  lässt.  Das  System  dieser  rs  =  2^p  Gleichungen 
soll   mit  (S')  bezeichnet  und  der  Einfachheit  wegen  durch: 

(Ä" )  2'-"  5  (-  if"  ' "''  x'..  .,]  =  (-  1)"'   '"■  2  (-  1)"' ' '"  ^r.  »„)  , 

x  =  \,2,  .  .  .,  r,         A  =  1,  2,  .  .  .,  6', 
fixirt  werden. 

Mit  Rücksicht  auf  spätere  Untersuchungen  mag  hier  noch  bemerkt  werden, 
dass  dasselbe  System  von  Gleichungen,  abgesehen  von  der  Aufeinanderfolge  der  Glei- 
chungen und  der  Anordnung  der  einzelnen  Glieder  in  denselben,  ebenfalls  erhalten 
wird,  wenn  man,  unter  [^],  [^]  zwei  beliebig  gewählte  feste  Charakteristiken  verstanden, 
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in  {F')  an  Stelle  von  [r]\  der  Reihe  nach  die  Charakteristiken  [T]a\\,  [ija'il,  .  .  .,  [ija',] 
setzt  und  dann  in  jeder  so  entstandeneu  Formel  an  Stelle  von  [^J  der  Reihe  nach  die 
Charakteristiken  [t^'i],  ftb'i],  .  .  .,  [lK\  treten  lässt. 

Die  2'-''  Gleichungen  des  Systems  {S')  können  in  s  =  2'-''~"'  Gruppen  von  je 
r  ^  2""  Gleichungen  eingetheilt  werden,  indem  man  zu  einer  Gruppe  alle  diejenigen 
Gleichungen  zusammenfasst,  für  welche  A  denselben  VVerth  besitzt,  und  die  sich  daher 
nur  durch  verschiedene  AYerthe  von  x  unterscheiden.  In  einer  solchen  Gruppe  treten 
auf  der  linken  Seite  jeder  Gleichung  immer  dieselben  2'"  Grössen  x  auf,  jedesmal 
mit  anderen  Vorzeichen  +  versehen,  während  irgend  zwei  rechte  Seiten  dieser  Gleichungen 
niemals  eine  Grösse  x  gemeinsam  haben,  und  die  rechten  Seiten  zusammengenommen 
demnach  die  sämmtlichen  2^''  Grössen  x,  aber  jede  nur  einmal,  enthalten.  Aus  jeder 
solchen  Gruppe  kann  man  dann  durch  passende  Verbindung  der  ihr  angehörigen 
Gleichungen  rückwärts  diejenigen  2'"  Gleichungen  des  ursprünglichen  Systems  (S)  er- 
halten, deren  linke  Seiten,  abgesehen  von  dem  Factor  2^,  von  den  auf  den  linken  Seiten 
der  Gleichungen  der  Gruppe  vorkommenden  Grössen  x'  gebildet  werden,  und  die  auch 
ausschliesslich  bei  der  Herstellung  der  Gleichungen  der  Gruppe  auf  Grund  der  Formel  {F) 
in  Betracht  kommen.  Entsprechend  kann  das  ganze  System  (S')  das  ursprüngliche 
System  (S),  aus  dem  es  abgeleitet  wurde,  in  jeder  Hinsicht  ersetzen,  insofern  als  man 
durch  passende  Verbindung  der  2'-''  Gleichungen  des  Systems  {S')  rückwärts  wieder 
die  2^''  Gleichungen  des  Systems  (S)  erhalten  kann.  Das  System  (S)  selbst  kann  als 
ein  specielles,  dem  Werthe  m  =  0  entsprechendes  System  (S')  angesehen  werden. 

Wie  aus  der  durchgeführten  Untersuchung  hervorgeht,  ist  das  System  («S"), 
wenn  man  von  der  Aufeinanderfolge  der  Gleichungen  und  der  Anordnung  der  Glieder 
in  denselben  absieht,  vollständig  bestimmt,  sobald  das  System  der  2'"  Charakteristiken 
[ßj],  [Oj],  .  . .,  [Or],  das  als  Repräsentant  eines  beliebigen  zur  Zahl  tu  gehörigen  voll- 
ständigen Systems  angesehen  werden  kann,  fixirt  ist.  Da  aber  auch  umgekehrt  zu 
jedem  Systeme  (S')  sich  nur  auf  eine  Weise  2'",  m  <  2p,  Charakteristiken  bestimmen 
lassen,  welche  die  Rolle  der  2"'  Charakteristiken  [aj,  [a^l,  •  •  .,  [«r]  übernehmen  können, 
so  folgt,  dass  die  Anzahl  aller  möglichen  Systeme  (6")  mit  der  Anzahl  aller  möglichen, 
zu  den  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .,  2j)  gehörigen,  vollständigen  Systeme  von  Charakteristiken 
übereinstimmt.  Handelt  es  sich  um  die  wirkliche  Herstellung  der  verschiedenen  Systeme 
(S"),  so  sind  dazu  noch  Betrachtungen  über  die  Beziehungen  der  Charakteristiken  unter- 
einander erforderlich,  Betrachtungen,  wie  sie  auf  Grund  der  Lehre  von  den  linearen 
Congi'uenzen  für  specielle  Fälle  Herr  Frobenixs  in  seiner  schon  mehrfach  citirten  Arbeit 
angestellt  hat.  Die  vollständige  Durchführung  dieser  Untersuchungen  für  den  Fall 
/)  ^  2  findet  sich   in  der  schon  in  der  Einleitung  erwähnten  Arbeit   des  Herrn  Krazer. 


6. 

In   den  Untersuchungen   des  vorigen  Artikels  bezeichneten   die  x,  x    Grössen, 
welche  den  Gleichungen  {S)  genügen  mussten,  im  Uebrigeu  aber   willkürlich  gewählt 

Prt«,  dio    Riemann'sche  Tlietaformel.  12 
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werden  konnten.  Es  soll  jetzt  das  System  (S)  unter  der  Voraussetzung  untersucht 
werden,  dass  gewisse  der  Grössen  x,  deren  zugehörige  Charakteristiken  einer  be- 
stimmten Bedingung  genügen,  den  Werth  Null  haben.  Den  Anlass  zu  dieser  Specialisirung 
des  Systems  (S)  geben,  wie  im  Schlussartikel  sich  zeigen  wird,  die  Eigenschaften  der 
zu  den  hyperelliptischen  Integralen  gehörigen  Thetafunctionen,  und  entsprechend  bilden 
die  bei  der  Betrachtung  der  hyperelliptischeu  Integrale  auftretenden,  in  der  vorher- 
gehenden Arbeit  ausführlich  behandelten  Charakteristikensysteme  die  zur  Untersuchung 
des  specialisirten  Systems  (S)  hinreichenden  Hülfsmittel.  Hier  mögen  von  diesen 
Charakteristensystemen  diejenigen  Eigenschaften,  welche  für  das  Folgende  in  Betracht 
kommen,  noch  einmal  kurz  angeführt  werden. 

Die  in  der  vorhergehenden  Arbeit  zu  Grunde  gelegte  Fläche  T  sei  auf  eine 
der  möglichen  Weisen  durch  ^j  Querschnittpaare  a,  b  und  2^  —  1  Hülfslinien  c  in  eine 
einfach  zusammenhangende  Fläche  T'  zerlegt;  auch  seien  die  der  gewählten  Zerlegung 
entsprechenden  2>  Normalintegrale  Mj,  m^,  .  .  .,  Up  gebildet.  Dieselben  sind  bis  auf 
additive  Constanten  bestimmt  durch  die  Bedingungen,  dass  allgemein  der  Periodicitäts- 
modul  von  tif,  am  Querschnitte  «„  den  Werth  ni  besitzt,  die  Periodicitätsmodulen  von 
Uf,  an  allen  übrigen  Querschnitten  a  den  Werth  0  haben.  Bezeichnet  man  den  in 
Folge  dieser  Bedingungen  ebenfalls  bestimmten  Periodicitätsmodul  der  Function  Uf,  am 
Querschnitte  b-,'  mit  a^,,/,  so  besteht  für  jedes  ft  und  ft'  von  1  bis  jj  die  Relation 
a^,^.  =  af,'iu.  Was  endlich  die  noch  willkürlichen  additiven  Constanten  betrifft,  so  sollen 
dieselben  durch  die  Bedingung  bestimmt  werden,  dass  eine  jede  der  ^)  Functionen  u  in 
dem  Verzweigungspunkte  «2^+2  verschwinde.  Das  auf  diese  Weise  vollständig  be- 
stimmte System  der  2)  Integrale  u,  welches  früher  zur  Abkürzung  mit  /  (du)  bezeichnet 

wurde,  geht  dann  jedesmal  in  ein  System  correspondirender  Halber  seiner  Periodici- 
tätsmodulen über,  w.enn  man  an  Stelle  von  z,  s  einen  der  2^;  -j-  2  Verzweigungs- 
punkte «1,  «2,  . . .,  cc2i,-\-i,  «2p-t-2  treten  lässt,  und  liefert  schliesslich,  wenn  man  die 
dem  v'^",  zum  Verzweigungspunkte  a,  gehörigen,  Systeme  correspondirender  Halber  der 
Periodicitätsmodulen  entsprechende  Charakteristik  mit  [A,]  bezeichnet,  ein  System  von 
2^3  +  2  Charakteristiken: 

[AJ,   [A,l    .  .  .,    [A,,+  ^],   [0], 

welches  die  folgenden  Eigenschaften  besitzt: 

1)  Versteht    man    unter    [Au],    [Ay]    irgend    zwei    der    Charakteristiken    [A^], 

\-^u  I  -'v 
[A^],  . . .,  [Aipj^i],   so   ist  stets    (—  1)  '         =—1. 

2)  Zwischen  den  2jij  +  1  Charakteristiken  [A]  besteht  nur  die  eine  lineare 
Relation  [A^]  -f-  [A.^]  +  "  •  •  +  [^ap-fij  =  [O]»  so  dass  also  je  2p  derselben  linear- 
unabhängig  sind. 

3)  Bezeichnet  man  mit  [x]  die  Summe  der  unter  den  [A]  vorkommenden  un- 
geraden Charakteristiken,  mit  2?  [^]  eine  Summe  von  n  der  Charakteristiken  [A],  so 
lässt  sich  jede  der  2^p  überhaupt  existirenden  Chai'akteristiken  immer  und  nur  auf  eine 

Weise  in  die   Form  [x]  -j-  1![A],  n'^p,  bringen,   und  es  sind  dann  die  den  Formen: 
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[xj  +  2:'Üij ,    [x]  -Tiffi] ,  ,  =  0,  ,,•.,...  , 

entsprechenden  Charakteristiken  gerade,  die  den  Formen: 

[x|  +~*^'[A\ ,    M  +~£[A\ ,  u  =  0,  1,  -2,  .  .  .   , 

entsprechenden  Charakteristiken  ungerade. 

Substituirt  man  jetzt  in  der  die  Function  ^[»?j((i'))  darstellenden  Reihe,  bei 
welcher  die  Coiistauten  «„„•  nur  den  für  die  Convergenz  der  Reihe  nothwendigen  Be- 
dingungen unterworfen  sind,  allgemein  an  Stelle  von  «i,,,'  den  Periodicitütsmodul  (luu 
der  Function  ?(,,  am  (Querschnitte  hu'  und  lässt  dann  an  Stelle  der  Charakteristik  [»;] 
der  Reihe  nach  die  sämmtlichen  2-''  Charakteristiken  treten,  so  erhält  man  ein  System 
von  2'^''  speciellen  •9'- Functionen,  welches  (wie  ich  in  Art.  12  meiner  schon  pag.  59 
citirten  Arbeit  nachgewiesen  habe)  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  für  (v)  =  (0)  nicht 
nur  die  in  dem  Systeme  enthalteneu,  den  ungeraden  Charakteristiken  entsprechenden, 
ungeraden  Functionen  verschwinden,  sondern  auch  von  den  noch  übrigen,  den  geraden 
Charakteristiken  entsprechenden,  geraden   Functionen  alle  diejenigen,   deren  Charakte- 

p 
ristiken  nicht  in  der  Form  [xj  +  27  [A]  darstellbar   sind ;   mit  anderen  Worten,  es  ist 

stets  d-[x-\-2:A]{0]j  ^  0,  wenn  >t<2J,  während  -9- [x  +  ^^J  ((0))  immer  einen  von  0  ver- 
schiedenen Werth  besitzt. 

Mit  Rücksicht  auf  dieses  System  von  speciellen  'S- -Functionen  und  auf  die  später 
zu  machenden  Anwendungen  sollen  jetzt  die  in  (S)  vorkommenden  Grössen  x  der 
Bedingung  unterworfen  werden,  dass  alle  diejenigen  von  ihnen  den  Werth  Null  besitzen, 

p 
deren  Charakteristiken  nicht  in   der  Form  [x]  +  ü  [A]   darstellbar  sind.     Erfüllen  die 

Grössen  x'  diese  Bedingung,  ist  also  immer: 

x'i,ii  =  0,  wenn  [rj]  =  [x]  -f-  Z  [^J,  «  <|>, 

so  lässt  sich  mit  Hülfe  der    Formel   (F')  eine  jede    der  {2p  -j-  l)p  Grössen  x,  deren 

p 
Charakteristiken  in  der  Form  [x]  -(-  £  [A]  enthalten   sind,  auf  2  .  2**  Weisen  durch  je 

2''  der  Grössen  x  linear  ausdrücken.  Die  Herleitung  der  betreffenden  Gleichungen 
bildet  das  Ziel  der  folgenden  Untersuchung. 

Setzt  man  in  der,  Formel  {F')  m=ij,  so  wird  ä=  >■  ==  2'',  und  es  entsteht 
die  Formel: 

(i^O  21  (-  1)' ' ""  ^'.«„1  =  (-  1)" "  5  (-  1)'' ' "'  ^-6^1 .         r  =  2". 

Da  nach  Früherem  das  den  Ausgangspunkt  bildende  Gleichungensystem  (S)  ein  in- 
volutorisches  ist,  so  können  in  allen  aus  ihm  abgeleiteten  Gleichungen  die  Grössen  x 
mit  den  Grössen  x  beziehlich  vertauscht  werden.  Führt  man  diese  Vertauschung  in 
der  Formel  (Fi)  aus  und  lässt  zugleich  die  Symbole  [»;J,  [g],  die  beliebige  Charakte- 
ristiken bezeichnen,  ihre  Plätze  wechseln,  so  erhält  man  die  weitere  Formel: 

12» 
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(1=1  '•  e— 1 

Aus  den  Formeln  (K),  (Fi)  lassen  sich  nun  durch  passende  Bestimmung  der  in  ihnen 
vorkommenden  Charakteristiken  die  erwähnten  Gleichungen  erhalten. 

Zu  dem  Ende  bezeichne  man  zunächst  die  223+1  Charakteristiken: 

[^,],     [A^],     .    .    .,     \A2p+i], 
in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit: 

[«J,        [«2],       .      .      .,        [ß2;,+  l] 

und  bilde  das  zu  den  Charakteristiken  [«J,  [aj,  .  .  .,  [ßj  —  die  der  gewählten  Be- 
zeichnung zufolge  als  p  aus  den  Charakteristiken  [Ä]  willkürlich  herausgegriffene  angesehen 
werden  können  —  als  Basis  gehörige  vollständige  System,  dessen  2''  Charakteristiken  in 
gewohnter  Weise  mit  [öj,  [aj,  ...,  [ßr]  bezeichnet  werden  sollen.  Identificirt  man 
dann  in  den  Formeln  (Fi),  (F2)  die  vorkommenden  Charakteristiken  [aj,  [aj,  .  . .,  [aj 
mit  den  soeben  gebildeten,  so  sind  nach  dem  Früheren  für  die  2''  Charakteristiken 
[^il;  M>  •  •  •>  [M  die  2''  Charakteristiken  desjenigen  vollständigen  Systems  zu  setzen, 
welches  auf  })  linearunabhängigen  den  Gleichungen : 

(_iy^'"'  =  +  i,   (_if''=  =  +  i,  .  .  .  .,  (_if"''  =  +  i 

genügenden  Charakteristiken  [1]  =  [/SJ,  [ß^],  . . .,  [ßji]  als  Basis  aufgebaut  werden  kann. 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  wegen  ( —  1)  ''  ''  =  —  1  auch  stets  (—  1)  '"  '  =  —  1  ist, 
wenn  ft,  v  irgend  zwei  verschiedene  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  .  . .,  2j;  +  1  be- 
zeichnen, und  dass  zwischen  den  Charakteristiken  [a]  nur  die  eine  lineare  Relation 
[ßj]  +  [«2]  +  •  ■  •  +  [«äj3+i]  =  [0]  besteht,  so  erkennt  man,  dass  die  Charakteristiken: 

[/JJ  =  [Kj,+  lß2p+l])      [/^ä]  =  [«p  +  2a2p+l],      .     .     .     .,      [ßp]  =  [Cl-'ii  dip+i] 

p  linearunabhängige  Lösungen  [§]  der  soeben  aufgestellten  Gleichungen  sind.  Die  2'' 
Charakteristiken  des  auf  ihnen  als  Basis  aufgebauten  vollständigen  Systems  sind  daher 
die  gesuchten  Charakteristiken  [öj,  [ö,],  .  .  .,  [br],  und  man  sieht  zugleich,  dass  die- 
-  selben  auch  dadurch  erhalten  werden  können,  dass  man  aus  den  Charakteristiken 
[«p4-i],  [«^+2],  .  •  .,  [«2p+i\  alle  Summen,  welche  eine  gerade  Anzahl  dieser  Charakte- 
ristiken enthalten,  bildet  und  die  Charakteristik  [0]  noch  hinzunimmt. 

In  der  Formel  (F'i)  und  unabhängig  davon  in  der  Formel  {F2)  bezeichneten 
[tj],  [g]  beliebige  Charakteristiken.  Setzt  man  jetzt,  nachdem  die  Charakteristiken  [a] 
und  [h]  in  angegebener  Weise  bestimmt  sind,  weiter: 

so  lässt  sich  für  9  >  1  jede  Charakteristik  [»jaj  =  [xa^cc^ . .  .  «^rt^],  da  [a^]  eine  Summe 

gewisser  der  Charakteristiken  [«J,  [«2],  ■  •  •;  [«J  ist,  in  die  Form  [x]  -\-  U  [a],  n  ^  p  —  1, 
bringen,  jede  Charakteristik   [^^i^]  =  [««ißg . . .  ßp&J,  da    [b^]   sich  aus  einer  geraden 
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Anzahl  der  Charakteristiken  [«^,+  1],  \ctp  +  i],  ...,  [«j/i+ij   zusammensetzt,  in  die  Form 

[x]  +  2;  [«],  u  >2)  +  2,   aber  auch   wegen   [aj  +  [a^]  ^ }-  [«2,+  ,]  =  [0]    in  die 

Form  [x]  -\-  Z[al,  n<^p —  1,  und  es  verschwinden  daher  auf  den  linken  Seiten  der 
Gleichungen  (K),  (F'i)  in  Folge  der  über  die  x  gemachten  Voraussetzung  alle 
Grössen  x'[,,a  ■  und  Xj,«^;,  für  welche  p  >  1  ist,  während  die  dem  Werthe  p  =  1  ent- 
sprechenden Grössen  x\,,a,]  und  X[,6,],  wegen  [aj  =  [6,]  =  [0],  beide  in  a;[xa,«, . . .«  ]  über- 
gehen. Aus  den  Formeln  (Fi),  {F'i)  gehen  auf  diese  Weise,  wenn  man  schliesslich 
noch  der  einfacheren  Schreibweise  wegen  die  Charakteristik  [x  a,  «^  .  . .  «^]  mit  [ijj] 
bezeichnet,  so  dass  also: 

[>?„]  =  [5«  «1  «2  ■  ■•«;>] 

ist,  die  Gleichungen: 

(^1)  a;t,„-  =  ^.  (-1)        ^xit^.u 

hervor,  und  es  kann  dabei,  da  [«J,  [aj,  . . .,  f«p]  ^j  aus  den  2p  +  1  Charakteristiken 
[^]  willkürlich  herausgegriffene  bezeichnen,  a;[,j  als  Repräsentant  einer  beliebigen  der 
{2p  4"  l)iJ  nicht  verschwindenden  Grössen  x   angesehen  werden. 

In  den  beiden  Formeln  {G^,  (G^)  kann  nun  endlich  für  [gj  jede  beliebige  Cha- 
rakteristik gesetzt  werden;  es  entstehen  aber,  wie  früher  gezeigt  wurde,  aus  jeder 
Formel  im  Ganzen  nur  2*"  verschiedene  Gleichungen,  wenn  man  an  Stelle  von  [5]  der 
Reihe  nach  alle  2"^  Charakteristiken  treten  lässt.  In  Gemässheit  der  im  vorigen  Artikel 
angestellten  Untersuchung  gewinnt  man  die  in  (G,)  enthaltenen  Gleichungen,  indem 
man  p  Charakteristiken  [^i],  [/Sä],  .  . .,  [/3^]  bestimmt,  die  zusammen  mit  den  Cha- 
rakteristiken [/3J,  [/Sg],  .  .  .,  \ß,,\  ein  System  von  2p  liuearunabhängigen  Charakte- 
ristiken bilden,  mit  \h'l],  \h'i\,  .  .  .,  [b'r]  die  2''  Charakteristiken  des  auf  ihnen  als  Basis 
aufgebauten  vollständigen  Systems,  mit  [g^]  eine  willkürlich  gewählte  Charakteristik 
bezeichnet  und  dann  in  (Gj)  an  Stelle  von  [g]  der  Reihe  nach  die  2^"  Charakteristiken 
[5o^'i]j  [So^2]>  •  •  •>  [So^r]  treten  lässt.  Ein  Blick  auf  die  Charakteristiken  [ß]  zeigt, 
dass  die  Charakteristiken  [«1  «2p+i],  [«2  «2^  +  1],  .  .  .,  [«p  a2p4-i]  der  für  die  Charakte- 
ristiken [ß']  gestellten  Bedingung  genügen,  imd  es  kann  daher: 

[^i]  =  [«1  ctip+i],  [ß'i]  =  [((i  ccip+i],   .  .  .  .,    [ß'j,]  =  [up  ßip+ij 

gesetzt  werden.  Entsprechend  gewinnt  man  die  in  ((?j)  enthaltenen  2*"  Gleichungen, 
indem  man  2^  Charakteristiken  [«1],  [«ij,  . . .,  [a'p]  bestimmt,  die  zusammen  mit  den 
Charakteristiken  [«J,  [a^],  . . .,  [o^J  ein  System  von  2})  linearuuabhängigen  Charakte- 
ristiken bilden,  mit  [a\\,  [«2],  •  •  •,  [flr]  die  2''  Charakteristiken  des  auf  ihnen  als  Basis 
aufgebauten  vollständigen  Systems,  mit  [^(,]  wiederum  eine  willkürlich  gewählte  Cha- 
rakteristik bezeichnet  und  dann  in  (Gj)  an  Stelle  von  [g]  der  Reihe  nach  die  2**  Cha- 
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rakteristiken  [t.a[],  [goß'2],  •■•>  i^K]  treten  lässt.  Man  erkennt  unmittelbar,  dass  die 
Charakteristiken  [ccp+i],  K+2],  •  •  •,  [«2p]  der  für  die  Charakteristiken  [ß'J  gestellten 
Bedingung  genügen,  und  es  kann  daher: 

[k'i]  =  K,+  i],  [a.,]  =  K+2],  .  ■  •  ■,  K]  =  [«2p] 
»esetzt  werden.  Lässt  man  nun,  nachdem  man  schliesslich  noch  die  willkürliche  Cha- 
rakteristik [y  mit  der  im  Vorigen  definirten  Charakteristik  [?;J  =  [xu^^cc,  ...«;,]  identi- 
ficirt  hat,  in  ((?,)  an  Stelle  von  [g]  der  Reihe  nach  die  den  aufgestellten  Charakte- 
ristiken [ß']  entsprechenden  2''  Charakteristiken  bhK],  [I0K],  ■  ■  ■,  [%K\,  ^^  (^2)  da- 
gegen an  Stelle  von  [£]  die  den  aufgestellten  Charakteristiken  [«']  entsprechenden  2^ 
Charakteristiken  [r;o«'i])  [^o^],  •  •  -,  [%«r]  treten,  so  erhält  man  die  gewünschten  beiden 
Gruppen  von  je  2''  Gleichungen  in  der  Form: 


iG'^) 


y  =  l 

A  =  l,  2,   .  ..,   , 


(»•  =  ^) 


A  =  1,  2,    .  .  .,    r. 

Nach  dem  im  vorigen  Artikel  Bemerkten  enthalten  sowohl  die  rechten  Seiten 
der  2^  Gleichungen  der  Gruppe  {G\)  wie  die  rechten  Seiten  der  2^  Gleichungen  der 
Gruppe  {G'i)  zusammengenommen  die  sämmtlichen  2"''  Grössen  x,  aber  jede  nur  einmal, 
und  da  ferner  sowohl  durch  Addition  der  2^  Gleichungen  der  Gruppe  ((ri),  wie  durch 
Addition  der  2^  Gleichungen  der  Gruppe  {G'o)  die  dem  ursprünglichen  Systeme  {S)  an- 
gehörige  Gleichung: 

2^4.]  =  2' (-1)"°"-%] 

hervorgeht,  so  repräsentirt  jede  der  beiden  Grujjpien  in  ihren  2^  Gleichungen  eine  merk- 
würdige Zerspaltung  der  zur  Charakteristik  [j^^]  gehörigen,  soeben  aufgestellten  Gleichung 
des  Systems  {S). 


Während  im  vorhergehenden  Artikel  das  Gleichungensystem  (ä)  unter  der  Vor- 
aussetzung untersucht  wurde,  dass  nicht  nur  die  den  ungeraden  Charakteristiken  ent- 
sprechenden Grössen  x  sämmtlich  den  Werth  Null  besitzen,  sondei-n  auch  von  den  noch 
übrigen  alle  bis  auf  (2p  +  1)^,  deren  Charakteristiken  einer  bestimmten  Bedingung  ge- 
nügen, soll  jetzt  der  allgemeinere  Fall  behandelt  werden,  wo  nur  diejenigen  2''~'(2'' —  1) 
Grössen  x'  verschwinden,  deren  zugehörige  Charakteristiken  ungerade  sind;  mit  anderen 
Worten,  die  Grössen  x'  sollen  jetzt  der  Bedingung: 
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X[r,]  =  0,  wenn  2,"  ij,»j',.  ^  1  (mod.  2), 
1 

unterworfen  werden.  Da  für  j'  =  1  und  für  p  =  2  dieser  J^all  mit  dem  im  vorher- 
gehenden Artikel  behandelten  zusaminenfiillt,  so  soll  für  das  Folgende  ^)  >  2  voraus- 
gesetzt werden. 

Für  die  Behandlung  des  vorliegenden  Falles  emptiehlt  es  sich,  zur  Darstellung  der 
Charakteristiken  die  2p  -\-  2  Charakteristiken  eines  jener  ausgezeichneten  Systeme  zu  be- 
nutzen, deren  Bildung  in  der  vorhergehenden  Arbeit  gelehrt  wurde.  Bezeichnet  man  die 
2p  -\-  2  Charakteristiken  eines  solchen  Systems  mit  [yl'ij,  [-to],  . .  .,  [.^sy^  +  a],  so  lassen 
sich  die  für  die  nachstehenden  Untersuchungen  in  Betracht  kommenden  Eigenschaften 
desselben  folgendermassen  zusammenfassen: 

1)  Versteht  man  unter  [^,',],  [Ä,],  [Än\,  [Äa}  vier  beliebige  der  2p  +  2  Cha- 
rakteristiken  [.4'],    so  ist  stets  (—  1)  "   '     "   ^  =  —  1,  ( —  1)  "  '     ''  "=  —  1,    und 

daher  weiter  (—  1)  "  '  '•'  "  =  -\-  \.  Die  Richtigkeit  dieser  Relationen  zeigt  sich  so- 
fort, wenn  man  berücksichtigt,  dass  aus  dem  Systeme  [^i],  [.42],  . . .,  [^2^.4-2]  durch 
Addition  einer  beliebigen  seiner  2p  -f-  2  Charakteristiken  zu  den  2p  +  1  übrigen 
ein  System  von  2p  -f-  1  Charakteristiken  \A]  von  derselben  Art  hervorgeht,  wie  es  den 
Untersuchungen  des  vorigen  Artikels  zu  Grunde  gelegt  wurde. 

2)  Die  Relation  {Ä{\  -\-  [J.2]  +  •  •  •  +  [.^2^+2]  =  [0]  ist  die  einzige  eine  gerade 
Anzahl  von  Charakteristiken  [.4']  enthaltende  lineare  Relation;  die  Summe  von  irgend 
2n  der  Charakteristiken  [J.']  kann  daher,  wenn  n  <p  -\-  1  ist,  niemals  der  Charakte- 
ristik [0|  gleich  sein. 

3)  Bezeichnet  man  mit  [x]  die  Summe  der  in  dem  Systeme  [.4i],  [.42],  . .  .,  [^2^-1-2] 

enthaltenen  ungeraden  Charakteristiken,  mit  E  [.4']  eine  Summe  von  n  der  Charakte- 
ristiken [.4'],  so  ist   (unter  jt  eine  positive  oder  negative   ganze  Zahl  verstanden)  jede 

ii  +  4,«-f  1 

Charakteristik  von  der  Form  [x]  +  -^J  [ J.']  gerade,  jede  Charakteristik  von  der  Form 

[x]  -f-  Z  [Ä'\  ungerade. 

Die  Aufgabe  der  nachstehenden  Untersuchung  besteht  nun  darin,  aus  dem  Systeme 
{S)  unter  Berücksichtigung  der  für  die  Grössen  x  oben  aufgestellten  Bedingung  eine 
eigenthümliche  Formel  abzuleiten,  die,  wie  im  Schlussartikel  gezeigt  werden  wird,  die 
Grundlage  für  das  von  den  Herren  Nüfher  und  Frobenius  aufgestellte  Additionstheorem 
der  allgemeinen  0-- Functionen  bildet. 

Um  zu  dieser  Formel  zu  gelangen,  bezeichne  man  die  2^)  +  ^  Charakteristiken: 

[Ä,],        [.42],      ...,      [^l2p-f2] 

in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit: 

[«„],  [ßj,    .  .  .,    [«,],  [^J,  [^J,    .  .  .,    [ß,-,],  [y,],  [^2],   .  .  .,    [j'.-3] 
und  bilde  aus  den  Charakteristiken  [/3],  [y]  die  neuen  Charakteristiken: 

[Ai]  =  [/J.yJ,    [A2]  =  [^2^2],  ••••,  [Ap_3]  =  [^,-syp-3]. 
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X)iese  p  —  '5  Charakteristiken  [A]  sind  nach  dem  unter  2)  Bemerkten  linearunabhängig, 
und  es  kann  daher  auf  denselben  als  Basis  ein  vollständiges  System  aufgebaut  werden, 
dessen  2^~^  Charakteristiken  in  bekannter  Weise  mit: 

ihi,  [y,  •••,  Ur],  r  =  2^-^ 

bezeichnet  werden  sollen.  Auf  Grund  der  unter  1)  aufgestellten  Relationen  hat  man 
dann  hier,  wenn  [A„],  [kr]  irgend  zwei  der  p  —  3  Charakteristiken  [A],  [a„],  [aj  zwei 
beliebige  der  acht  Charakteristiken  [«]  bezeichnen,  endlich  [y  eine  der  2^~^  Charakte- 
ristiken [J]  ist,  die  Beziehungen: 

und  weiter  noch,  als  eine  Folge  der  letzteren,  die  Relation: 

(-  l)"""*'  '  ''  =  +  1. 

Bildet  man  endlich  noch  aus  der  schon  oben  eingeführten  Charakteristik  [x]  und  den 
p  —  3  Charakteristiken  [ß]  die  Charakteristik:     ■ 

und  versteht  uuter  2^[a]  eine  Summe  von  n  der  Charakteristiken  [kq],  [«j],  .  . .,  f«-], 
so  sind,  wie  unmittelbar  aus  3)  folgt,  die  den  Formen: 

m  +  [^oj.  M  +  [y  +  -^[«] 

entsprechenden  Charakteristiken  gerade,  die  den  Formen: 

M  +  [y  +  ^[«],  m  +  [?,]  +  ^[«] 

entsprechenden  Charakteristiken  ungerade. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehe  man  auf  die  mit  {F')  bezeichnete  Formel: 

2-—  ^C-  1)' '  "'  ^[.;«J  =  (-  1)" ' '  2(-  1)" ' '"  ^iio„, 

J  =  l  '^  (7  =  1 

des  Art.  5  zurück  und  setze  darin,  nachdem  man  für  die  Zahl  m  den  Werth  p  —  3 
eingeführt  hat,  an  Stelle  der  r  =  2'"  =  2?-^  Charakteristiken  [aj,  [aj,  .  .  .,  [«r]  die 
vorher  aufgestellten  2''~^  Charakteristiken  [?J,  [L],  .  .  .,  [?r]  des  auf  den  Charakte- 
ristiken [Aj],  [Aj],  . . .,  [A^;— s]  als  Basis  aufgebauten  vollständigen  Systems.  An  Stelle 
der  s  =  2^'^-"'  =  2^+»  Charakteristiken  [tj,  [6o],  . . .,  [h]  sind  dann  die  2^'+^  Cha- 
rakteristiken desjenigen  vollständigen  Systems  zu  setzen,  welches  auf  i'  +  3  linear- 
unabhängigen den  Gleichungen: 

genügenden  Charakteristiken  [|]  als   Basis  aufgebaut  werden  kann.    Ein  Blick  auf  die 

oben  angeführten  Beziehungen  ( —  1)  "  ''  =  -|-  1,  (—  1)  '"  '  ^  =  -\-  \  und  auf  das 
unter  2)  Bemerkte  zeigt  nun,  dass  die  Charakteristiken: 
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[A;]  =  [A,],     [A,]  =  [A,], ,    [A;_3]  =  [A,-3], 

[a;_2]  =  K«,],   [Xp-i]  =  [«,«3]»  .  •  •  •,  [Ap+3]  =  [«,«7] 

2)  -|-  3  linearuuabhängige  Lösungen  [i,]  der  soeben  aufgestellten  Gleichungen  sind,  und 
es  sind  daher  die  2^+'  Charakteristiken: 

u'i],  ra,  . . .,  [/:],  8  =  2"+', 

des  auf  ihnen  als  Basis  aufgebauten  vollständigen  Systems  in  (F')  an  Stelle  der  Cha- 
rakteristiken [ft,],  [h.,],  .  .  .,  \h,]  zu  setzen.  Setzt  man  dann  zugleich,  indem  man  unter 
[co]  eine  willkürliche  Charakteristik  verstellt: 

M  =  [««„],  [t]  =  Uc], 

so  erhält  man  aus   der   obigen  Gleichung,   wenn  man   schliesslich   noch   den  an  Stelle 

von  ( —  1)  rechts  auftretenden  Factor  ( —  1)  '"  auf  die  linke  Seite  schafft,  die 
neue  Gleichung: 

(I)  8  2  (-  1/ ' """"'''  -^'[-„v  =  2(-  1)"'"" ' '"  ^-h;,!  • 

In  der  gewonnenen  Formel  lasse  man  jetzt  an  Stelle  von  [«„]  der  Reihe  nach 
die  Charakteristiken  [k^],  [kJ,  .  .  .,  [«-]  treten  und  addire  die  acht  so  entstehenden 
Gleichungen;  man  erhält  dann,  wenn  man  noch  auf  der  rechten  Seite  die  Grösse 
(_  1)""^!'"  ^|^,).pij  ^ag  ii,j.  gleiche  Produkt  (—  1)"""  ""  •  (—  1)""""""  ersetzt  und  die 
Summation  passend  anordnet,  zunächst: 


Um  den  Werth  der  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  in  besondere  Klammern 
eingeschlossenen  Summe  zu  bestimmen,  berücksichtige  man,  dass  man  jede  der  s  Cha- 
rakteristiken [/'],  und  zwar  jede  nur  einmal,  erhält,   wenn  man   in  den  vier  Formen: 

die  Zahl  q  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2,  .  .  .,  r  annehmen  lässt  und  in  den  so 
entstandenen  Formendann  noch  an  Stelle  von  v^v.^,  ViV-^v^v^,  v^v.,v^i'iVr^Vg  alle  Combi- 
nationen  der  Elemente  1,  2,  . . .,  7  zur  zweiten,  vierten,  beziehlieh  sechsten  Classe  ohne 
Wiederholung  setzt.  Dem  entsjn-echend  unterscheide  man  für  die  Bestimmung  der  in 
Rede  stehenden  Summe  die  folgenden  vier  Fälle: 

1)  Sei  [l'a]  =  [Iq];  dann  erhält  mau,  da  nach  Früherem  stets  (—  1)""""  '  'e  =  -|-  1  ist: 

2  (_  i)«o'V  ""  =  2  (-  1)""""  "'  =  S- 

u=0  ,<.=ü 

2)  Sei  [Q  =  [^.«.,«rj;  dann  erhält  man,  da  der  Ausdruck  ( —  l)"»"''  '"'■"•i  sechs- 
mal den  Werth  +  1,  zweimal  den  Werth  —  1  annimmt,  wenn  fi  die  Werthe  0,  1,  ....  7 
durchläuft: 

Fbyh,  die  Riomonn'sche  Tbetaformel.  13 
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J'\_l)''o^l'"=2'\_i)««""l'^''^.«-^  -2{-  if'' '"•'■"'  =4. 
;r^o  ■  ,"=0  ^'=0 

3)  Sei  [l'a]  =  [?o«i',ßrj«v,«vJ;  dann  erhält  man,  da  der  Ausdruck  (—  1)"°"''  "''i''^^"^,"'* 
viermal  den  Werth  +  1,  viermal  den  Werth  —  1  annimmt,  wenn  ft  die  Werthe  0,  1, . . .,  7 
durchläuft: 

2(- 1)"»""  ""=!''(-  ir""^"-"--.«^^=2(- 1^"'"-"-"-"- =0. 

4)  Sei    [l'a]  =  [Iq  «r,  «v,  «r,  «rj  «r^  «vo] ;    dann    erhält    man,    da    der    Ausdruck 

( l^''o"/l  I  "v,«r,«v.«r.%"v6  zwcimal  den  Werth  +  1,  sechsmal  den  Werth  —  1  annimmt, 

wenn  ft  die  Werthe  0,  1,    .  . .,  7  durchläuft: 

^1  =  0  ^1=0  ^1=0 

Zerlegt  man  jetzt  entsprechend  den  vier  in  Bezug  auf  die  Charakteristiken  [V] 
unterschiedenen  Fällen  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  in  vier  Theile  und  führt  in 
jedem  dieser  Theile  an  Stelle  der  eingeklammerten  Summe  den  dafür  unter  1),  2), 
3),  4)  beziehlich  gefundenen  Werth  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


/<=0   (.=  1 


(-ir""""'^':.U,,3  =  8^(-l)     °'^^c., 


0  =  1 


?='■ 


V    V.        .^'"«ol'r 


(II)  +4^^(-l)     »'^"'■^'^X[,,,«„,«„] 


?=1 

e=r 


—  4^^(— 1)        s    '    '    '    ^    ^    "a;ti.,  „  „  «  «  „  „,,^], 

r,  ...n?=l 

wobei  die  iu  der  zweiten  und  dritten  Zeile  vorkommenden  äusseren  Summationen  in  der 
Weise  auszuführen  sind,  dass  an  Stelle  von  v^v^,  v^v^v^v^v^v^  alle  Combinationen  der 
Elemente  1,  2,  . . .,  7  zur  zweiten,  beziehlich  sechsten  Classe  ohne  Wiederholung  treten. 
Ueberblickt  man  den  bisherigen  Gang  der  Untersuchung,  so  erkennt  man,  dass 
zur  Herleituug  der  Gleichung  (II)  aus  der  Formel  {F')  des  Art.  5  die  im  Eingange  des 
vorliegenden  Artikels  gestellte  Bedingung,  dass  die  den  ungeraden  Charakteristiken  ent- 
sprechenden Grössen  x  den  Werth  Null  besitzen,  in  keiner  Weise  benutzt  wurde,  und  dass 
daher  die  Gleichung  (II),  ebenso  wie  die  Formel  {F'),  zu  ihrem  Bestehen  lediglich  erfordert, 
dass  die  Grössen  x,  x  den  Gleichungen  des  ursprünglichen  Systems  {S)  genügen.  Die 
Gleichungen  (Ä)  bleiben  aber  richtig,  wenn  man  die  Grössen  x  mit  den  Grössen  x  be- 
ziehlich vertauscht;  dieselbe  Vertauschuug  kann  daher,  unbeschadet  der  Richtigkeit, 
auch  in  der  Gleichung  (II)  ausgeführt  werden.    Geschieht  dies,  und  führt  man  alsdann 

p        , 
die    erwähnte    Bedingung    ein,    dass    x\^]=0,    wenn  Z riy  %=  \  {moi.  2) ,     so    ver- 
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schwinden  auf  der  rechten  Seite  der  neuen  Gleichung  die  sämtutlicheu  in  der  zweiten 
und  dritten  Horizoutalreihe  stehenden  Grössen  x ,  da  ihre  Charakteristiken  nach  dem 
früher  Bemerkten  sämmtlich  ungerade  sind,  und  es  bleiben  nur  die  2''~^  in  der  ersten 
Horizontalreihe  stehenden  Grössen  x ,  deren  Charakteristiken  sämmtlich  gerade  sind,  übrig. 
Vertauscht  man  schliesslich  noch  linke  und  rechte  Seite  der  Gleichung  und  unterdrückt 
den  den  beiden  Seiten  gemeinsamen  Factor  8,  so  erhält  man  die  gewünschte  End- 
formel in  der  Gestalt: 


'i"j         2'(-ir'"^%v=2'2'(-i/ 


a;cc. 


Der  Fall  j)  =  3  verdient  als  Grenzfall  eine  besondere  Beachtung.  In  diesem 
Falle  besteht  das  System  der  Charakteristiken  [^'J  nur  aus  acht  Charakteristiken, 
die  in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit  [aj,  [«J,  .  .  .,  [«,]  zu  bezeichnen  sind.  Die 
Charakteristiken  [/3J,  [y]  und  folglich  auch  die  Charakteristiken  [A]  fallen  hier  weg, 
entsprechend  wird  \]i\  =  [x],  und  das  System  [?j],  \l.,\,  . .  .,  [Ir]  reducirt  sich  auf  die 
eine  Charakteristik  [/J  =  [0].  Die  Formel  (III)  geht  daher  für  p  =  3  über  in  die 
einfachere: 


(iir)  .x>3  =  2'(-i)'' 


^■[»«„i- 


Durch  passende  Wahl  des  zu  Grunde  gelegten  Systems  der  Charakteristiken  [A']  kann 
man  nun  [x]  mit  jeder  der  3(5  in  diesem  Falle  überhaupt  existirenden  geraden  Cha- 
rakteristiken zur  Uebereinstimmung  bringen,  und  es  gehen  dann  aus  der  letzten 
Formel,  indem  man  für  [m]  der  Reihe  nach  alle  64  zu  p  ^  S  gehörigen  Charakte- 
ristiken setzt,  für  die  betreffende  Grösse  x[y]  64  Darstellungen  durch  je  acht  Grössen 
X  hervor.  Bei  8  dieser  64  Darstellungen,  nämlich  bei  denen,  für  welche  [eo]  =  [xßj], 
[xffj],  .  .  .,  [xa,]  ist,  sind  von  den  auf  der  rechten  Seite  bei  den  Grössen  x  vor- 
kommenden Charakteristiken  immer  sieben  ungerade,  während  die  achte  mit  der  links- 
stehenden geraden  Charakteristik  [x]  übereinstimmt.  Eine  ausführliche  Theorie  dieser 
Charakteristikensysteme  findet  man  in  einer  Arbeit  des  Herrn    Weber*). 


Die  im  vorigen  Artikel   in  das  Gleichungensystem  (S)   eingeführte  Bedingung, 
dass   die  den  ungeraden  Charakteristiken   entsprechenden  Grössen  x    den    Werth  Null 

besitzen,  so  dass  also: 

p 
a;'[,j  =  0,  wenn  2J }]yi]r  ^  1  (med.  2), 

1 
liefert,  da  stets: 


*)  Weber,  Theorie  der  Aberschen  Functionen  vom  Geschlecht  3.    Berlin  1876,  Reimer. 

13* 


2i- 

[0 

-  1)'"' 

'^w 

=  0; 

r  = 

■■  1,  2, 

,    »«, 
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ist,  zwischen  den  2^-''  Grössen  a;  im  Ganzen  2^~^  (2^ —  1)  Relationen,  die  sich,  wenn 
man  zur  Unterscheidung  der  geraden  Charakteristiken  von  den  ungeraden  die  ersteren 
in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit  [(/J,  [g^],  . .  .,  [gm],  «'-  =  2p~^  {2p -\-  1),  die  letzteren 
mit  [ifj,  [?<J,  .  . .,  [«<„],  M  =  2^~V2^ —  1)  bezeichnet,  in  der  Form: 


(T) 

darstellen  lassen. 

Die  allgemeine,  einem  beliebigen  Werthe  von  t  entsprechende,  Gleichung  des  Systems 
(T)  erleidet  keine  Aenderung,  wenn  man  in  dem  auf  der  linken  Seite  hinter  dem  Summen- 
zeichen stehenden  Ausdrucke  die  Charakteristik  [s]  um  eine  beliebige  Charakteristik  [a] 
vermehrt,  also  ( —  ly'ri""  an  Stelle  von  ( —  1)"'^'*  und  gleichzeitig  Xia,]  an  Stelle  von 
X[(]  treten  lässt,  da  dadurch  bei  der  links  stehenden  Summe  nur  die  Reihenfolge  der 
Summanden  geändert  wird.  Nun  kann  man  aber  in  der  so  umgeformten  Gleichung 
den  allen  Gliedern  gemeinsamen  Factor  ( — •  l)"^'"  durch  Division  entfernen  und  er- 
kennt so,  dass  man  in  den  Gleichungen  (T)  und  folglich  auch  in  allen  daraus  ableit- 
baren, unbeschadet  der  Richtigkeit,  die  Charakteristiken  der  vorkommenden  Grössen  x 
um  dieselbe  beliebig  gewählte  Charakteristik  [w]  vermehren  kann. 

Die  durch  die  Gleichungen  (T)  fixirten  Relationen  zwischen  den  Grössen  x 
können  auf  mannigfache  Weise  durch  einfachere  ersetzt  werden.  Zur  Durchführung 
dieser  Untersuchungen  bedarf  man  vor  allem  gewisser  Gleichungen,  die  jetzt  aus  dem 
Systeme  (T)  abgeleitet  werden  sollen.  Zu  dem  Ende  trenne  man  in  jeder  Gleichung 
des  Systems  (T)  die  links  stehende  Summe  in  zwei  Theile,  von  denen  der  erste  die  den 
geraden  Charakteristiken,  der  zweite  die  den  ungeraden  Charakteristiken  entsprechenden 
Glieder  umfasst,  und  bezeichne  allgemein  bei  der  t'™  Gleichung  diese  beiden  Theile 
mit  G[u^]  und   U[„^];  dann  ist: 

"V  "t  ^ü  "V  "r  I  " 

'^'[«rl  =  ^  (—   1)      '    '    Hs,^  ,  l'U'r\  =  ^iJ  (—  1)  '  ^K\  , 

/,  =  1  '  v  =  l 

und  das  Gleichungensystem  (T)  nimmt  die  Gestalt  an: 

(T') 

I    r  =  1,  2,  ...,  H. 

Multiplicirt  man  jetzt  linke  und  rechte  Seite  der  ö'™  Gleichung  dieses  Systems 
mit  ( —  1)  "     ^  und  summirt  nach  ö  von  1   bis  n,  so  ei'hält  man  zunächst: 

2(-  1)""  '  "'  G,„,,  +  2(-  1)""  '  '"  lhua\  =  0, 

und  es  ist  dabei  der  gewählten  Bezeichnung  entsprechend: 
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Ti- 1/'" ' "'  6^k, = Ti- 1)"" ' '"  Ti-  D" '  "•  -.,, =T(Ti- 1)"" ' ""'')%,. , 

0  =  1  0  =  1  ^«=1  '  ^=1     \a  =  l  J        '^ 

2(-ir''"'f'>„]=2'(-i)''"''''2'(-i)""'"'^Ki=2'(2'(-i)'''''"'"0^Ki- 

0=1  tl  =  l  »=1  .  =  1     ^,0  =  1  / 

Die  Werthe  der  beiden  in  besondere  Klammern  eingeschlossenen  Summen 
sollen  zunächst  bestimmt  werden.  Setzt  man  zur  Abkürzung,  indem  man  unter  [e] 
eine  beliebige  Charakteristik  versteht: 

p 

(-1)'        =(-1)", 

so  ist  für  jedes  ft  von  1  bis  m  und  jedes  v  von  1  bis  n  ( —  1)  "  =  +  1,  ( —  1)  "  =  —  1, 
auch  besteht  für  irgend  zwei  Charakteristiken  [e],  [>j]  stets  die  Beziehung: 

(_!/"'=(- iy^(_iy"'.(_iy^'". 

Berücksichtigt  man  dann,  dass  in  Gemässheit  dieser  Relationen: 

ist,  und  beachtet  ferner,  dass  nach  Satz  IV  der  dritten  Arbeit  sowohl  der  Ausdruck 
( —  1)'""  ''■"  ,  da  [urf/f,\  stets  eine  von  [0]  verschiedene  Charakteristik  ist,  wie  auch  für 
V  ^  T  der  Ausdruck  (—  i)'"""^""'  2-P---mal  den  Werth  +  1,  2p-'-  (2p-^  —  l)-mal  den 
Werth  —  1  annimmt,  wenn  an  Stelle  von  [ua]  der  Reihe  nach  die  sämmtlichen  un- 
geraden Charakteristiken  treten,  dass  dagegen  für  v  ^  t  der  Ausdruck  ( —  1)  in 
( —  1)    °   übergeht,  also  für  jedes  6  den  Werth  —  1  besitzt,  so  erhält  man: 

_2(-  !)•'■'""'"=    (-  if'-'.-J'r-iy  ""'"'"'=     (-  if".2'-\ 


o  =  l 
o  = 


■^  ,-„  ' »,«  I',  1 "..  "V         .1 ''«"»''.  !         —  ^—  1)  '     '  ■2''     ,  wenn  r  >  r, 

Führt  man  die  gefundeneu  Werthe  an  Stelle  der  eingeklammerten  Summen  in 
die  obigen  Gleichungen  ein,  so  erhält  man: 

o=n  f=m 

2i-  1)"" ' '"  G,.„,  =      2^-'  2{-  1)"' ' '"  x^^,  =  2"-'  Gr„,3, 

0=1  ^=1 

2(-  1)"" ' "'  l>a^  =  --  2"-'  2(-  1)"' '  "*•  ^'.,^  +  2^'-'  xi„,i  =  -  2"-  t%,i  +  2*'-'  x>,, . 
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und  aus  der  zu  Anfang  aufgestellten  Gleichung  geht  in  Folge  dessen,  wenn  man  noch 
linke  uud  rechte  Seite  durch  2^-^  dividirt,  die  neue  Gleichung:        • 

hervor.     Durch    Verbindung    dieser  Gleichung    mit    der    im   Systeme    {T')    enthaltenen 
Gleichung: 

Giu,,  +  L\.,,  =  0 

erhält  mau  dann  die  Beziehungen: 

und  gelaugt  schliesslich,  wenn  man  noch  an  Stelle  von  G[  ^]  und  U[„^\  die  früher  damit 
bezeichneten  Ausdrücke  treten  lässt,  zu  den  Gleichungen: 


( 2--'s^w  =  -2(-ir''"^V' 


l  r  =  1 ,  2 


(T,) 


2"-'^Ki=       2'(-l)"''"^^W 


'  T=  1,  2,    .  .  .,    n, 

welche  die  Grundlage  für  die  weitere  Untersuchung  bilden. 

Zunächst  zeigen  die  Gleichungen  (Tj),  dass  eine  jede  der  2^'~^  (2p  —  1)  Grössen 
X\u,],  a^Ki,  .  • .,  X\uj  sich  linear  durch  die  2^— 1(2''+  1)  Grössen  xy^],  Xy.^],  .  .  .,  Xi^j  aus- 
drücken lässt.  Führt  man  die  betreffenden  Ausdrücke  au  Stelle  der  Grössen 
X\u,],  X\„^],  .  . .,  X\u^  1  in  die  von  den  Gleichungen  (T)  nur  durch  die  Form  unter.schiedenen 
Gleichungen  (f)  ein,  so  werden  diese  identisch  erfüllt,  und  es  kann  daher  das 
Gleichungensystem  {T^  das  ursjDrüngliche  System  (T)  in  jeder  Beziehung  ersetzen. 
Daraus  folgt  aber,  dass  durch  die  Gleichungen  [T)  keinerlei  Beziehungen  zwischen  den 
Grössen  X\g^\,  x^gj^,  .  .  .,  Xig  \  geschaffen  werden,  dass  vielmehr  diese  Grössen  in  den 
Gleichungen  (T)  die  Rolle  von  unabhängigen  Veränderlichen  übernehmen  können. 
Anders  verhält  es  sich  mit  den  Grössen  x^u,],  a.'[K,],  . . .,  x^u^y  Zwischen  ihnen  bestehen 
nämlich,  als  eine  Folge  der  Gleichungen  (T),  die  unter  (T^)  fixirten  Relationen.  Diese 
Relationen  gehen  selbstverständlich  ebenfalls  in  Identitäten  über,  wenn  man  darin  an 
Stelle  der  Grössen  x^u^],  ^ki?  •  •  •»  ^[u  ]  die  ihnen  entsprechenden  linearen  Functionen 
von  X[g^i,  Xy^],  . . .,  X[gj  einführt,  und  es  geben  daher  diese  Relationen  nur  der  Thatsache 
Ausdruck,  dass  zwischen  den  n,  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (TJ  bildenden 
linearen  Formen  oder,  was  dasselbe,  zwischen  den  Formen  (t[„j,  G|„,],  . . .,  G\u„]  lineare 
Beziehungen  bestehen.  Die  n  Gleichungen  des  Systems  (Tg)  sind  aber  nicht  unab- 
hängig von  einander;  vielmehr  lassen  sich  dieselben,  wie  eine  genauere  Untersuchung 
ergibt,  durch  passende  Verbindung  auf  ein  System  von  ^  (2^~i  —  1)  (2^ —  1)  von 
einander  unabhängigen  linearen  Gleichungen,  von  denen  jede  nur  6  •  2*~^  der  Grössen 


-     103     — 

X[u,:,  ^t«,],  •  • .,  X[„^]  mit  den  Coefficienteii  +  1  enthält,  reduciren,  und  zwar  ist  diese 
Reduction  der  ursprünglichen  Gleichungen  auf  ein  System  der  beschriebenen  Art  auf 
verschiedene  Weisen  möglich. 

Die  Gleichungen  (Tj.)  sind  nach  dem  soeben  Bemerkten  nicht  im  Stande,  die 
ursprünglichen  Gleichungen  (T)  zu  ersetzen.  Bildet  man  aber  aus  dem  Systeme  (T^), 
indem  man  darin  auf  Grund  des  früher  Bemerkten  die  vorkommenden  Grössen 
^l"il)  ^{u,\)  ■  •  ■!  ■'■'\un]  durch  die  Grössen  X[uiu,],  ^[«j»,),  ■  •  •,  ^'[««„j  ersetzt,  das  allgemeinere 
System: 

(^T.*)  ^~'  ^tc.,,]  =  j2l  (—  1)"' '  "'  ^[<"«,J> 

'  T  =  1,  2,  . .  .,  n, 

und  betrachtet  bei  jeder  Gleichung  dieses  Systems  [a\  als  eine  variable  Charakteristik, 
die  in  jede  der  2-^  überhaupt  existirendeu  Charakteristiken  übergehen  kann,  so  liefert 
dieses  System  durch  passende  Verbindung  der  in  ihm  enthaltenen  Gleichungen  eben- 
falls alle  in  Folge  der  ursprünglichen  Gleichungen  (T)  zwischen  den  Grössen  x  be- 
stehenden Relation en.  Man  kann  nämlich  aus  diesem  Systeme,  das  bei  variabler 
Charakteristik  [o]  eigentlich  n  •  2-p  Gleichungen  enthält,  auf  mannigfache  Weise  n  von 
einander  unabhängige  Gleichungen  herausgreifen,  und  solche  n  Gleichungen  bilden 
dann,  wie  unmittelbar  klar,  einen  vollständigen  Ersatz  für  die  ursprünglichen  Gleichungen 
(T).  Ein  derartiges  System  von  n  Gleichungen  erhält  man  beispielsweise,  wenn  man 
in  der  t'™  Gleichung  des  Systems  (Tj*)  [to]  =  [ur]  setzt  und  dann  t  die  Werthe 
1,  2,  . . .,  n  annehmen  lässt.  Mit  Rücksicht  auf  das  vorher  Bemerkte  folgt  aber  daraus 
weiter,  dass  das  ursprüngliche  System  (T)  auf  mannigfache  Weise  ersetzt  werden  kann 
durch  ein  System  von  n  Gleichungen,  von  denen  jede  nur  6  •  2i'~-  Grössen  x  von  der 
Beschaffenheit  enthält,  dass  ihre  zugehörigen  Charakteristiken  durch  Additiop  einer  und 
derselben  passend  gewählten  Charakteristik  [w]  sämmtlich  in  ungerade  Charakteristiken 
übergehen.  Ein  solches  Gleichungensystem  könnte  nun  ohne  grosse  Mühe  wirklich  her- 
gestellt werden,  es  wäre  aber  dadurch  nicht  viel  gewonnen,  da  die  Gleichungen  desselben 
immer  einen  speciellen  Charakter  tragen  würden,  und  man  in  Folge  dessen  keinen  Ein- 
blick in  ihren  Bau  und  ihre  gegenseitigen  Beziehungen  erhielte.  Die  Aufgabe,  die 
sich  hier  darbietet,  besteht  vielmehr  darin,  den  allgemeinen  Typus  für  die  erwähnten 
Gleichungen  aufzufinden,  und  dem  entsprechend  eine  Formel  aufzustellen,  welche  die 
sämmtlichen  derartigen  Gleichungen  als  specielle  Fälle  umfasst.  Diese  Formel,  die  als 
die  Fundamentalformel  der  ganzen  Theorie  anzusehen  ist,  soll  jetzt,  unter  Ausschluss 
des  Falles  ^j  ^=  1,  aus  den  Gleichungen  (2V*)  abgeleitet  werden. 

Um  zu  dieser  Formel  zu  gelangen,  nehme  man  ein  System  von  2p  +  2  Cha- 
raktei-istiken: 

[A\i,  [Ä-A,  ...,  m:>.+2] 

von  der  Art,  wie  es  im  vorigen  Artikel  benutzt  wurde,  bezeichne  die  Charakteristiken 
desselben  in  der  vorliegenden  Reihenfolge  mit: 

W,  [«J,  •  ■  •,  K],  [ßi],  [ßil  ■  ■  ;  [ßp-^],  M,  [y^],  ■'•;  iyp-^], 
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ferner  mit  [x],  wie  vorher,  die  Summe  der  unter  ihnen  vorkommenden  ungeraden 
Charakteristiken  und  bilde  aus  den  Charakteristiken  [ß],  [y]  die  neuen  Charakteristiken: 

[^i]  =  [ßin],    [^2]  =  [ß,72l,  ■■■;  l'-P-^]  =  [ßp-2yp-2\- 

Diese  p  —  2  Charakteristiken  [A]  sind  nach  dem  im  vorigen  Artikel  unter  2)  Bemerkten 
linearunabhängig,  und  es  kann  daher  auf  denselben  als  Basis  ein  vollständiges  System 
aufgebaut  werden,  dessen  2^~-  Charakteristiken  mit: 

[h],  W,    ■••,    Ur],  r  =  2>-\ 

bezeichnet  werden  sollen.  Bezeichnen  dann  [A„],  [Ar]  irgend  zwei  dieser  p  —  2  Charakte- 
ristiken [A],  [«,,],  [ßi]  zwei  beliebige  der  sechs  Charakteristiken  [«],  und  ist  endlich 
[y  eine  der  2''~'^   Charakteristiken  \J\,  so  hat  man  die  Beziehungen: 

und  weiter  noch  als  eine  Folge  der  zuletzt  aufgestellten,  die  Relation: 

Bildet  man  schliesslich  noch  aus  der  schon  oben  eingeführten  Charakteristik  [;c]  und 
den  p  —  2  Charakteristiken  [/3]  die  Charakteristik: 

und  versteht  unter   [«„]    eine  beliebige  der  sechs  Charakteristiken  [ccq],  [«j],  .  .  .,  [«5], 

unter  E^a]  eine  Summe  von  n  derselben,  so  sind  nach  dem  im  vorigen  Artikel  unter  3) 
Bemerkten  die  den  Formen: 

M  +  [y  +  M,    m  +  LVJ  +  ^W 

entsprechenden  Charakteristiken  ungerade,  die  der  Form: 

[Ä-]  +  il,-\  +  ka] 

entsprechenden  Charakteristiken  gerade. 

Für  das  Folgende  bedarf  man  noch  der  sämmtlichen  Lösungen  [|]  der  Gleichungen : 

(-iy"'  =  +  i,  (_i)*''=  =  +  i, ....,  {- if '■''-'-  =  + 1. 

Ein  Blick  auf  die  oben  angeführten  Beziehungen  ( —  1)  "  '^  =  -)-  1,  ( —  \)  "  ''  ''  =  -|-  1 
und  auf  das  im  vorigen  Artikel  unter  2)  Bemerkte  zeigt  nun,  dass  die  Charakteristiken: 

[a;]  =  [aj,   [a;]  =  [aj,  ....,  [a;_.]  =  [A;,-.], 

p  -{-  2  linearunabhängige  Lösungen  [|]  der  soeben  aufgestellten  Gleichungen  sind,  und 
es  bilden  daher  die  2^+^  Charakteristiken: 

ra,  [^2],  •••,  [Q,  8  =  2"+', 
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des  auf  ihnen  als  Basis  aufiiebauten  vollständigen  Systems  die  sämmtlichen  Lösungen  [|] 
der  aufgestellten  Gleichungen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehe  man  auf  die  allgemeine  Gleichung  des 
Systems  {T*)  zurück  und  identificire  die  darin  vorkommende  willkürliche  ungerade 
Charakteristik  [»,]  mit  der  ungeraden  Charakteristik  [ku^l„]-.  es  entsteht  dann  die 
Gleichung: 

Multiplicirt  man  linke  und  rechte  >Seite  dieser  Gleichung  mit  l —  1)  "  "  und  summirt 
nach  6  von  1  bis  r,  so  erhält  mau,  nach  passender  Anordnung  der  Summation  auf 
der  rechten  Seite,  zunächst: 

2-.2'Vir"-.>...,„-I'"(-i)'-'-(f(-ir--"k..,. 

5=1  1=1  V'=l  / 

Um  den  Werth  der  in  besondere  Klammern  eingeschlossenen  Summe  zu  be- 
stimmen, beachte  mau,  dass: 

0=1 

ist,  und  dass  daher  diese  Summe  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  und  zwar 
den  Werth  2^"*  besitzt,  wenn  die  Charakteristik  [ka^u,],  an  Stelle  von  [|]  gesetzt,  den 
Gleichungen : 

(-!/"'=+  1,    (-1)'^"'=  +  !,   .    .   .    .,   (-1)'^ "'-'•=+! 

genügt,  oder,  was  dasselbe,  wenn  [ka^u,]  mit  einer  der  5  Charakteristiken  [?']  über- 
einstimmt. Berücksichtigt  man  nun,  dass  jede  der  Charakteristiken  [l'\,  und  zwar  jede 
nur  einmal,  erhalten  wird,  wenn  man  in  den  drei  Formen: 

die  Zahl  q  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2,  . .  .,  r  annehmen  lässt  und  in  den  so 
entstandenen  Formen  dann  noch  an  Stelle  von  v^v^,  v^v^v^v^  alle  Combinationen  der 
Elemente  1,  2,  . . .,  5  zur  zweiten,  beziehlich  vierten  Classe  ohne  Wiederholung  setzt, 
beachtet  auch,  dass  die  Charakteristik  [A^a^«,]  nie  mit  einer  Charakteristik  von  der 
Form  [/(j«..«!,]  übereinstimmen  kaun.  da  in  diesem  Falle  [»,]  von  der  Form  [A/,;aja,,a,J, 
also  gerade  wäre,  so  erkennt  man,  dass  die  in  Rede  stehende  Summe  nur  dann  einen 
von  Null  verschiedenen  Werth,  und  zwar  den  Werth  2''"*  besitzt,  wenn  [ka^u,]  in 
einer  der  beiden  Formen  [l^i]  und  [/t,a.,ai,«.,«ij  enthalten  ist,  oder,  was  dasselbe,  wenn 
[«,]  mit  einer  der  6.2''"-  in  den  Formen  \kl„tt^]  und  [A/o«,,«,,«,, «.,«..]  enthaltenen 
Charakteristiken,  die  sämmtlich  ungerade  sind,  übereinstimmt.  Nun  kann  aber  die  Cha- 
rakteristik [A- /,,«„«„  «,,«..«,.],  da  [«„]  +  [«.]  H h  [«5]+  [AJ  + [Ao]  -i (-  [f.,-,]  =  [OJ 

ist,   immer  in   die   Form   [A7p  «,J  gebracht  werden,  wenn  man  unter  v^   die   von  den 

Pbtm,  die  Biemaan'scbe  Tbetaformel.  14 
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Zahlen  v^,  v^,  v^,  v^  verschiedene  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  . .  .,  5,  unter  \l^'']  die  eben- 
falls zu  dem  Systeme  der  Charakteristiken  \l\  gehörige  Charakteristik  [A^A^  ...  Aj5_2?p] 
versteht,  und  es  wird,  wenn  q  die  Werthe  1,  2,  . . .,  r  annimmt,  q,  abgesehen  von  der 
Reihenfolge,  dieselben  Werthe  annehmen.  Daraus  folgt  aber,  dass  die  6  •  2^~^  unge- 
raden Charakteristiken  [li],  für  welche  die  in  Rede  stehende  Summe  nicht  verschwindet, 
auch  erhalten  werden,  wenn  man  in  den  sechs  Formen: 

die  Zahl  q  die  Werthe  1,  2,  . . .,  r  annehmen  lässt. 

Denkt  mau  sich  jetzt  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung  von  den  n, 
den  Werthen  v  =  1,  2,  .  . .,  n  entsprechenden,  Gliedern  alle  unterdrückt,  bei  welchen 
die  eingeklammerte  Summe  den  Werth  Null  besitzt,  und  setzt  bei  jedem  der  6  •  2^~^ 
übrig  bleibenden  au  Stelle  der  in  ihm  vorkommenden  Charakteristik  [u]  die  ihr  gleiche 
in  der  Form  [Z;k,J„]  enthaltene,  an  Stelle  der  eingeklammerten  Summe  den  ihr  bei  jedem 
dieser  Glieder  zukommenden  Werth  2^~^,  so  erhält  man  schliesslich,  wenn  man  noch 
linke  und  rechte  Seite  der  neu  entstandenen  Gleichung  durch  2^"-  dividirt  und  auf  der 

linken  Seite,  nach  Einschiebung  des  Factors  ( —  1)  "  °  =  +  1,  den  Buchstaben  a  durch 
den  Buchstaben  q  ersetzt,  die  gewünschte  Formel  in  der  Gestalt: 

Aus  dieser  Formel  gehen  bei  festgehaltener  Charaktei'istik  [co]  die  verschiedenen 
je  6-2p-^  der  Grössen  X[„u,],  ^'[cu«,:;  •  •  •,  ^[a,K„i  enthaltenden  Gleichungen  hervor,  in- 
dem man  an  Stelle  des  der  Formel  zu  Grunde  liegenden  Systems  [A'i],  [A'2],  . . .,  [J-2P+2] 
die  verschiedenen  derartigen  Systeme  einführt.  Aus  den  so  entstandenen  Gleichungen 
kann  man  dann  auf  mannigfache  Weise  |  (2^~^  —  1)  (2^  —  1)  von  einander  unab- 
hängige herausgreifen,  die  durch  Combination  die  n  demselben  [a]  entsprechenden 
Gleichungen  des  Systems  (T^*)  liefern,  und  die  demnach  für  [co]  =  [0]  die  Glei- 
chungen (Tg)  zu  ersetzen  im  Stande  sind. 

In  dem  Grenzfalle  p  ^  2  besteht  das  System  der  Charakteristiken  [Ä']  nur  aus 
sechs  Charakteristiken,  die  in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit  [«J,  [aj,  ...,  [«5]  zu 
bezeichnen  sind.  Die  Charakteristiken  [/3],  [y]  und  folglich  auch  die  Charakteristiken  [A] 
fallen  hier  weg,  entsprechend  wird  M  =  M,  und  das  System  [l^],  [h],  . . .,  [Ir]  redu- 
cirt  sich  auf  die  eine  Charakteristik  [?i]  =  [0].  Die  Formel  (U)  geht  daher  für  |)  =  2 
über  iu  die  einfachere: 

(^')  2a;[<„.„„]  =  2(-  1)'"'  '  "'■"  ^[-c'„]- 

Welches  der  sechzehn  dem  Falle  ^^  =  2  entsprechenden  Systeme  von  je  sechs  Charakte- 
ristiken [Ä]  auch  gewählt  sein  mag,  die  Charakteristiken  [x«,,],  [xu^],  . .  .,  [tccc-^]  werden 
stets  mit  den  sechs  für  jj)  =  2  existirenden  ungeraden  Charakteristiken  übereinstimmen, 
und  es  geht  daher,  wenn  man  diese  letzteren  mit  [«J,  [u^],  .  .  .,  [MfJ  bezeichnet  und 
unter  |  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  . . .,  6  versteht,  die  obige  Formel  in  die  Formel: 
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2xr„„o  =  2(- 1)"'"  "':!••„„, , 

über,  welche  mit  der  von  Herrn  Krater  in  seiner  schon  erwähnten  Arbeit  aufgestellten, 
aber  auf  andere  Weise  gewonnenen  Formel  (E)  identisch  ist.  Aus  ihr  erhält  man  die 
sämmtlichen  im  Falle  p  =  '2  existireuden  je  sechs  Grössen  x  enthaltenden  Relationen, 
indem  man  für  |«]   alle   sechzehn  Charakteristiken    setzt.     Die   sechzehn   in  der  Form: 

[wM,],     [ojHo],    .  .  .,     [a»,} 

enthaltenen  S2:ieciellen  Systeme  von  je  sechs  Charakteristiken  wurden  von  Herrn  Krazer 
l\oscnhain?.cke  Sechsersysteme  genannt,  und  es  bildet  das  in  der  Formel  yV)  vor- 
kommende System  der  tj  •  2i'~-  Charakteristiken  von  der  Form: 

[ajA-a,.y,     f»  =  0,  1,  .  .  .,  5.     9  =  1,2,...,  2""-, 

die  einem  beliebigen  p  entsprechende  wahre  Verallgemeinerung  des  aufgestellten  Systems 
[co»,],  [«((,],  ..  .,  [ojHeJ. 


Die  Grundlage  für  die  Untersuchungen  der   vier  letzten  Artikel  bildete  das  in 
Art.  5  aufgestellte  Gleichungensystem  (S'j,  welches  aus  der  Gleichung: 

(F)  2"ai„3  =  2'(-l/'"'^'[0 

hervorgeht,  wenn  man  darin  an  Stelle  von  [}]]  der  Reihe  nach  die  sämmtlichen  2-^'  Cha- 
rakteristiken setzt.  In  Art.  5  hatten  die  Grössen  x,  x  den  Gleichungen  (S)  zu 
genügen,  waren  im  Uebrigen  aber  keiner  weiteren  Bedingung  unterworfen;  in  Art.  6 
kam  dann  die  Bedingung  hinzu,  dass  alle  diejenigen  Grössen  x  den  Werth  Null  be- 
sitzen, deren  Charakteristiken  bei  fixirtem  Charakteristikensysteme  [^IJ,  {_A.?\, . . .,  [Äip^i] 

p 
nicht  in  der  Form  \x]  -\-  E  [Ä\   darstellbar  sind;  in  Art.  7   und  Art.   8   dagegen  trat 

statt  dieser  Bedingung  die  andere  ein,  dass  alle  diejenigen  Grössen  x' ,  deren  Cha- 
rakteristiken ungerade  sind,  den  Werth  Null  besitzen.  .  Die  in  den  erwähnten  Artikeln 
gewonnenen  Resultate  sollen  jetzt  für  die  Theorie  der  'S- -Functionen  verwerthet  werden. 
Den  Ausgangspunkt  für  diese  Untersuchung  hat  naturgemäss  die  in  der 
ersten  Arbeit  gewonnene   allgemeine   ^-Formel   (12'j   zu   bilden,  die  nach  Einführung 

des  Symbols   ( —  1)     '  die  Gestalt: 

2^^['/]((2«'))&['J  +  p]((2i-'))*[»;  +  ff]((2«l»[.i-p-ff]f20 

=  ^  (-  1)  "  ^[£]  ((2«))  9[b+q\  ([2t-))  %{s  +  ö]  C2  «•))  »[e-9-  c]i2t} 

annimmt.  Dabei  ist  es  nicht  unwichtig  zu  bemerken,  dass  diese  Formel  richtig  und 
im  Wesentlichen  ungeändert  bleibt,  wenn  man  irgend  welche  Elemente  der  darin  vor- 
kommenden Charakteristiken  [sj,  [ri\,  [p],  [ff]  um  beliebige  gerade  Zahlen  ändert,  voraus- 

14* 
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gesetzt  nur,  dass  diese  Aenderung  gleichzeitig  an  allen  Stellen,  wo  die  betreffende  Cha- 
rakteristik vorkommt,  erfolgt.  Will  man  dagegen  bei  einer  einzelnen  -9'- Function  die 
Elemente  der  -9'- Charakteristik  um  gerade  Zahlen  ändern,  so  hat  man  die  in  der  ersten 
Arbeit  aufgestellten  Formeln  (Bj),  (B.^)  zu  berücksichtigen;  aus  ihnen  ergibt  sich  auch 
leicht  die  Richtigkeit  des  vorher  Bemerkten. 

Ein  Blick  auf  die  B^rmel  (-R)  lässt  nun  unmittelbar  erkennen,  dass  die  Glei- 
chung (-F)  und  also  auch  das  aus  ihr  hervorgehende  Gleichungensystem  (S)  erfüllt 
wird,  wenn  man  allgemein: 

a^'t,]  =  * bü ((2 «'))  ^U  +  qW ■^1  ^ [>?  +  ö] ((2 "'"))  ^ ['; - 9 - e] ((2 0) ; 
cri.j  =  #  [£]  ((2 u))  ^[5  +  p]  ((2f))  »{a  +  6]  ((2 «•))  {^[a  -  p  -  <t]  ((2<)) 

setzt,  und  man  kann  daher  auch  in  den  Gleichungen  {F'),  {S')  des  Art.  5,  da  dieselben 
eine  directe  Folge  der  Gleichungen  (S)  sind,  die  Grössen  x,  x  durch  die  angegebenen 
'ö'-Producte  ersetzen.  Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  Fülle  eigenthümlicher  -^-Relationen, 
von  denen  bisher  nur  einige,  den  Fällen  j)  =  1,  p  =  2  entsprechende,  bekannt  waren. 
Die  in  den  Art.  6,  7,  8  gewonnenen  Formeln  erfordern  zu  ihrem  Bestehen 
nicht  nur,  dass  die  darin  vorkommenden  Grössen  x,  x  durch  die  Gleichungen  (S)  ver- 
knüpft sind,  sondern  auch,  wie  aus  dem  Obigen  hervorgeht,  sämmtlich  noch  weiter,  dass 
alle  diejenigen  Grössen  x ,  deren  Charakteristiken  ungerade  sind,  den  Werth  Null  be- 
sitzen. Erfüllen  irgend  welche  Grössen  x,  x  diese  beiden  Bedingungen,  so  gelten  für 
sie  unter  allen  Umständen  die  in  Art.  7  und  die  in  Art.  8  gewonnenen  Endformeln; 
erfüllen  dieselben  ausser  den  beiden  genannten  Bedingungen  auch  noch  die  weitere,  dass 
von  den  den  geraden  Charakteristiken  entsprechenden   Grössen    x    alle   diejenigen  ver- 

schwinden,  deren  Charakteristiken  nicht  in  der  Form  \%\  +  ^  \A'\  darstellbar  sind,  so  gelten 
für  sie  stets  die  in  Art.  6  gewonneneu  Endformeln.  Solleu  daher  die  angegebenen  ■ö'-Pro- 
ducte  an  Stelle  der  Grössen  x,  x  in  die  Endformeln  der  erwähnten  Artikel  eingesetzt  werden 
dürfen,  so  sind  die  in  diesen  ■9--Producten  auftretenden,  bis  jetzt  noch  willkürlichen  Variablen- 
systeme («),  (v),  {(v),  (t)  vor  allem  solchen  Bedingungen  zu  unterwerfen,  dass  das  oben  mit 
x'[,j-  bezeichnete  -ö'-Product  immer  verschwindet,  wenn  an  Stelle  von  [rj]  eine  ungerade 
Charakteristik  tritt.  Berücksichtigt  man,  dass  '9  [^]  ((0))  für  jede  ungerade  Charakte- 
ristik [rj]  den  Werth  Null  besitzt,  so  ergibt  sich,  dass  der  gestellten  Forderung  auf 
möglichst  einfache  Weise  genügt  wird,  wenn  man  (2«')  =  (0)  setzt.  Nun  sind  aber 
die  Systeme  (2ti'),  {2v'),  {2w'),  (2  t')  mit  den  Systemen  (it),  (v),  («'),  {f)  verknüpft  durch 
die  Gleichungen: 

2'U,.  =  «r  +  Vy  +    "'r  -f-  ty, 

2iV     ==    «,.    +     t'v    Wy     ty, 

2W\.   =      «..■-      Vy     +     tOy     -      ty,  ^     ^     ^      ^^ ,      '     '     V    P, 

2t\,      =     lly     Vy     iVy     "j-      /,    , 

und  die  Bedingung  (2  i«')  =  {0)  ist  daher  identisch  mit  der  Bedingung  («  +  r  -{-  ic  -\- 1)  =  (()}. 
Diese  letzte  Gleichung  wird  aber  erfüllt,  wenn  man  bei  willkürlich  gelassenen  (u),  (v),  («■) 
die  Variablen  (/)  durch  die  Gleichung  (i)  =  ( —  u  —  v  —  w)  bestimmt.    Führt  man  die 
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so  bestimmten  Grössen  (t)  in  die  soeben  angeführten  Gleichungen  ein,  so  gehen  die 
Systeme: 

(2«'),  {2v),  {2w'),  (20 

über  in: 

(0),      (2« +  2«;),      (2u-\-2tv),       (-2v-2u-), 

und  die  oben  mit  ar'^j-,  X[e]  bezeichneten  d--Producte  nehmen,  wenn  man  noch  für 
(2!<),  {2v),  (2w)  in  neuer  Bezeichnung  (?<),  {v),  {w)  schreibt,   schliesslich  die  Gestalt: 

^k  =  »[U]  m  ^['/  +  pj  ((«  +  4  Hri  +  O]  ((«+«•))  »[rj-Q-al  i-v-tvl 

XV  =  » [i]  {{>,))  »[e  +  p]{(f))  ^  [«  +  P]  {("•))  »[e-Q-a]{{-u-v-  /r)) 

an.  Die  so  definirten  Grössen  x,  x  genügen  dann  nicht  nur  den  Gleichungen  (S), 
sondern  es  verschwindet  auch  immer  xf,. ,  wenn  an  Stelle  von  [jj]  eine  ungerade 
Charakteristik  tritt,  und  es  können  daher  die  durch  sie  vertretenen  -S'-Producte  an 
Stelle  der  Grössen  x,  x  in  die  Formel  (III)  des  Art.  7  und  in  die  Formel  {\]')  des  Art.  8 
eingesetzt  werden.  Die  nähere  Betrachtung  der  so  entstehenden  9-- Formeln  wird  weiter 
unten  erfolgen. 

Die  Formeln  des  Art.  6  sind,  wie  daselbst  schon  bemerkt  wurde,  dazu  be- 
stimmt, in  der  Theorie  der  zu  einem  Systeme  hyperelliptischer  Integrale  gehörigen 
^--Functionen,  welche  aus  den  allgemeinen  durch  Specialisirung  der  Modulen  a^^-  ent- 
stehen, verwendet  zu  werden.  Wie  ebenfalls  schon  in  Art.  6  angegeben  wurde,  erhält 
man  die  2-p  zu  einem  Systeme  hyperelliptischer,  in  bekannter  Weise  auf  eine  Fläche 
T  bezogener  Xormalintegrale  «tj,  ii^,  . . .,  Up  gehörigen  speciellen  •9--Functionen,  indem 
man  in  der  die  Function  ■9'[i?]((i'))  darstellenden  Reihe  allgemein  für  a,,,/  den  Periodicitäts- 
modul  rt„^,'  der  Function  »„  am  Querschnitte  &„  substituirt  und  dann  an  Stelle  der  Cha- 
rakteristik [>/]  die  sämmtlichen  2i-i'  Charakteristiken  treten  lässt.  Das  auf  diese  Weise 
entstehende  System  von  2-"'  ^-Functionen  besitzt  dann  die  Eigenschaft,  dass  für 
(t)  =  (0)  nicht  nur  die  in  dem  Systeme  enthaltenen,  den  ungeraden  Charakteristiken 
entsprechenden,  ungeraden  Functionen  verschwinden,  sondern  auch  von  den  noch  übrigen, 
den  geraden  Charakteristiken  entsprechenden,  geraden  Functionen  alle  diejenigen,  deren 

V 

Charakteristiken  nicht  in  der  Form  [>c]  +  X  \A\  darstellbar  sind.  Bildet  man  daher 
aus  solchen  in  ihren  Modulen  specialisirten  •9--Functionen,  nach  Einführimg  der  nöthigen 
Argumente,  die  unter  {ß^  aufgestellten  ■9--Producte  und  bezeichnet  dieselben  wiederum 
mit  x-,;,  X ,  beziehlich,  so  erfüllen  die  so  definirten  Grössen  x',  x  auch  noch  die  dritte 
oben  angeführte  Bedingung,  und  es  können  folglich  die  durch  sie  vertretenen  •S'-Pro- 
ducte  an  Stelle  der  Grössen  x,  x  in  die  Formeln  {G^),  (G.,),  {G\),  (Gä)  des  Art.  6 
eingeführt  werden.  Die  Formeln  (Crj),  (G.^  liefern  dann  die  beiden  dem  vorliegenden 
Systeme  specieller  -9- -Functionen  entsprechenden  Additionstheoreme  in  allgemeinster 
Gestalt;  das  zweite  derselben  stimmt  im  Wesentlichen  mit  dem  zuerst  von  Herrn 
Weieisfrass  für  ein  solches  System  specieller  ^-Functionen  aufgestellten  und  von  Herrn 
Königsberger*)  mitgetheilten  Additionstheoreme  überein.    Die  sämmtlichen  in  den  beiden 


*)  Königsberger,   Ueber    die    Transformation   der   Abel'schen   Functionen    erster    Ordnung. 
Grelles  Journal,  Bd.  64,  pag.  27. 


—     110     — 

allcfemeinen  Additionstheoremen  enthaltenen  sjjeciellen  Additionstheoreme  gewinnt  man, 
wenn  man  in  die  Formeln  (G[),  (G'o)  die  genannten  0--Producte  einführt.  In  Folge 
der  besonderen  Form,  welche  die  Charakteristiken  der  in  (C?i),  (Gö)  vorkommenden 
Grössen  x  besitzen,  sind  die  aus  (G'i),  {G'«)  durch  Substitution  der  erwähnten  #-Producte 
entstehenden  Formeln  mit  Vortheil  zu  verwenden,  wenn  es  sich  darum  handelt,  die 
Relationen  zu  ermitteln,  die  zwischen  den  2-^  hierhergehörigen  mit  demselben  Argu- 
mentensysteme (v)  versehenen  ■9'- Functionen  bestehen. 

Ersetzt  man,  im  Anschlüsse  an  das  früher  Bemerkte,  in  der  Formel  (III)  des 
Art.  7  die  Grössen  x,  x  durch  die  unter  (@o)  angegebenen,  in  ihren  Modulen  «„„■  keinen 
Beschränkungen  unterworfeneu  ■9--Froducte,  so  erhält  man,  von  Nebensächlichem  abgesehen, 
das  zuerst  von  den  Herren  Jsotlur*)  und  Frobmius**)  aufgestellte  Additionstheorem  der 
allgemeinen  'S- -Functionen.  Die  Formel  (TI)  des  Art.  8  dagegen,  die  dadurch  ausgezeichnet 
ist,  dass  sie  keine  Grössen  x  enthält,  liefert,  wenn  man  die  Grössen  x  durch  die  unter  (©„) 
angegebenen  '^■-Producte  ersetzt,  die  Fundamentalformel  für  die  Gewinnung  der  sämmt- 
lichen  hierhergehörigen  'S- -  Relationen.  Das  wahre  Wesen  der  Formeln  (HD  und  [l^) 
ist  darin  zu  suchen,  dass  das  ihnen  zu  Grunde  liegende  System  der  2p  -\-  2  Charakte- 
ristiken [^'i],  {Äi\,  .  .  .,  [Ä'2p+2]  ein  von  speciellen  Voraussetzungen  entkleidetes  ist, 
und  dass  in  Folge  dessen  aus  jeder  dieser  beiden  Formeln  die  sämmtlichen  zu 
derselben  Kategorie  gehörigen  hervorgehen,  wenn  man  an  Stelle  des  Systems 
[^i],  .[.^ä],  .  .  .,  [^2^+2]  die  verschiedenen  derartigen  Systemo  einführt.  Bezeichnet  man 
mit  ;*!,  U.2,  ftg,  Hi  irgend  vier  verschiedene  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  . . .,  2p -\- 2 
und  ersetzt  dann  in  dem  Systeme  [A'i],  [^2],  .  .  .,  [^äi.-f-2]  die  Charakteristiken  [4],,],  [4«J, 
[J.'„J,  [AI,,],  durch  die  Charakteristiken  [Ä^,,],  [SA'f,,],  [SAf,J,  [SÄf.J  beziehlich,  indem 
man  unter  [S]  die  Summe  der  vier  Charakteristiken  [^J,  [A',]>  [^'/^,]>  [^/'-J  versteht,  so  ist 
das  neue  System,  wie  sich  leicht  aus  dem  in  Art.  7  unter  1)  Bemerkten  ergiebt,  von  der- 
selben Beschaffenheit,  wie  das  ursprüngliche,  und  es  besteht  zudem  zwischen  den  Summen 
[x]  und  [x]  der  im  ursprünglichen  und  der  im  neuen  Systeme  beziehlich  vorkommenden 
ungeraden  (oder  geraden)  Charakteristiken  die  zuerst  von  Herrn  Frobcnins  angegebene 
Relation  [sc']  =  \k\  +  [»?].  Berücksichtigt  man  dann  noch,  dass  mau,  wie  Herr  Frobenms 
in  der  soeben  citirten  Arbeit  gezeigt  hat,  auf  diese  Weise  zu  jedem  derartigen  Systeme 
gelangen  kann,  so  erkennt  man,  dass  man  aus  jeder  der  beiden  auf  ein  beliebiges  System 
f^'i],  [^2],  ...,  [^2;)+2]  bezogenen  Formeln  (III)  und  (T)  alle  übrigen  ableiten  kann, 
ohne  dass  es  nöthig  wäre,  zu  speciellen  Charakteristiken  hinabzusteigen. 

Handelt  es  sich  schliesslich  darum,  die  Formeln  (III)  und  (ü)  zur  Gewinnung 
der  Relationen,  welche  zwischen  den  2-p  mit  demselben  Argumentensysteme  (f)  ver- 
sehenen ■9'- Functionen  bestehen,  zu  verwertheu,  so  möchte  ich,  wenn  auch  diese  Rela- 
lationen  sämmtlich  aus  der  Formel  (III)  erhalten  werden  können,  doch  der  Formel 
(U)  wegen  ihrer  einheitlichen  Gestalt  den  Vorzug  vor  der  ersteren  geben.  Bei 
ihrer  Anwendung   reducirt    sich    nämlich    die   Frage    nach    den    verschiedenen  ö'-Rela- 


*)  Nöther,   Zur  Theorie  der  Thetafunctioneu  von   beliebig   vielen  Argumenten.     Math.  Au- 
nalen,  Bd.  XVI,  pag.  327,  Formel  (V). 

**)  Frobenius,  lieber  das  Additioustheorem  der  Thetafunctioneu  mehrerer  Variabelu.   Crelle's 
Journal,  Bd.  89,  pag.  219,  Formel  (10.). 
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tionen  auf  die  Untersuchiiug  der  verschiedeuen  Systeme  von  je  6  ■  2**"-  Charakteristiken, 
die  aus  dem  Fuiidamentalsysteme  der  C  •  2-''"^  ungeraden  Charakteristiken  von  der 
Form  [];c<f,l,j],  u  =  0,  1,  ...,  5,  p  =  l,  2,  .  .  .,  2^--  hervorgehen,  wenn  man  die 
sämmtlichen  Charakteristiken  desselben  um  ein  und  dieselbe  willkürliche  Charakteristik 
fw]  vermehrt  und  dann  für  [w]  der  Reihe  nach  die  2-''  überhaupt  existirenden  Charakte- 
ristiken setzt.  Diese  verschiedenen  Systeme  von  je  6  •  2''"^  Charakteristiken  spielen  im 
allgemeinen  Falle  dieselbe  Rolle,  wie  die  liosenJtain'schen  Sechsersysteme  im  Falle  ^)  =  2, 
und  man  gewinnt  unter  ihrer  Anwendung  einen  klareren  Einblick  in  die  Entstehung  und  in 
die  Structurverhältnisse  der  verschiedenen  ■9--Relationen,  als  wenn  man  von  der  Formel  (III) 
ausgeht.  Die  vollständige  Durchführung  dieses  Gedankens,  welche  die  noch  ausstehende 
Behandlung  einer  Reihe  combinatorischer  Probleme  verlangt,  würde  über  den  Rahmen 
der  vorliegenden  Arbeit  hinausgehen,  und  ich  kann  an  dieser  Stelle  um  so  eher  auf 
weitere  Ausführungen  verzichten,  als  eine  Reihe  hierhergehöriger  ^-Relationen  schon 
in  der  Arbeit  des  Herrn  Xüther  aufgestellt  und  untersucht  worden  ist,  und  speciell  der 
Fall  p  =  2  von  Herrn  Krazcr  in  seiner  schon  erwähnten  Arbeit  nach  den  von  mir  hier 
entwickelten  Principieu  dui'chgeführt  wurde.  Die  Aufgabe  der  vorliegenden  Arbeit  war 
es,  auf  die  gemeinsame  Quelle  hipzuweisen,  aus  der  alle  §■- Relationen  fliessen,  und  die 
Mathematiker  zur  weitei'en  Verfolgung  des  hier  von  mir  gezeigten  Weges  zu  veranlassen. 


Berichtigungen. 


Seite  12,  Z.  1  v.  o.  lese  man:  „^(()(  —  v  —  w  -]-  *))"  statt  „((m  —  v  —  w  +  i})" 
„      41,  Z.  12  V.  o.  ist  vor  »^^^^  eine  Klammer  ausgefallen 

2711  "  2«!  " 

46,  Z.  1  V.  u.  lese  man:  „e    ""       statt  „e       '' 

69,  Z.  5  des  Textes  v.  u.  lese  man:  „zwischen  den  2p  -\-  1"  statt  „zwischen  diesen  2p  -f-  1" 

69,  Z.  6  T.  u.  lese  man;  ,,ao„  i  2"  statt  „«2.  19" 

87,  Z.  7  V.  0.  lese  man:  „[J]"  statt  „i" 

95,  Z.  4  V.  u.  lese  man:  „in  der  vorliegenden  ReilTenfolge"  statt  „in  irgend  welcher  Reihenfolge" 
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